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8 Geometria intrinsecă a unei suprafeţe 39
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iv CUPRINS



Introducere

Deşi pare paradoxal având ı̂n vedere istoria bogată a subiectului, a compune o nouă carte de ”Ge-
ometrie a curbelor şi suprafeţelor” nu este un lucru facil. Chiar acest trecut glorios apasă cu o
responsabilitate sporită pe umerii celui ce ı̂şi propune o nouă scriere. Astfel, există câteva monografii
excelente ı̂n domeniu şi de o parte din ele ne-au servit ca punct de plecare şi manieră de abordare.
Faptul că ne-am ı̂ncumetat la o nouă redactare se datoreză şi aspectului important că unele din aceste
tratate sunt greu accesibile studenţilor precum şi necesităţii de a face o selectare foarte drastică a
materialului necesar ı̂n conformitate cu numărul de ore alocate Cursului: 4 ore curs/3 ore seminar.
Astfel, deşi am prezentat partea clasică a teoriei, a trebuit să facem un veritabil mixaj de subiecte,
tehnici, exemple, şi ı̂n ideea unei oferte editoriale rezonabile (100 de pagini). De asemeni, am aţintit
şi o privire spre partea de abordare cu ajutorul calculatorului a unor chestiuni computaţionale. Sunt
incluse un mare număr de probleme (130) cu grade diverse de dificultate!

Un proiect de o asemenea amploare a beneficiat din plin de sprijinul a mai multor colegi. Suntem
datori cu mulţimi domnişoarei asistent doctor Adina Balmuş, care, cu deosebită generozitate, a corec-
tat anumite greşeli, erori, omisiuni. Mulţumim colegului conferenţiar doctor Marian-Ioan Munteanu
pentru disponibilitatea de a ne ajuta ı̂n diverse aspecte ale tehnoredactării.
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Cursul 1

Noţiunea de curbă. Geometria unei
curbe

ACEST CURS RĂSPUNDE LA URMĂTOARELE ÎNTREBĂRI:

Q1: Ce este o curbă ?

Q2: Ce ı̂nseamnă geometria unei curbe ?

−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−−

Fixăm numărul natural n ≥ 2. Scena ı̂ntregii materii a acestui Curs va fi spaţiul n-dimensional
Rn = R × ... × R unde ı̂n acest produs cartezian avem n factori. Dat i ∈ {1, ..., n} avem proiecţia
πi : Rn → R, πi(x̄) = πi(x1, ..., xn) = xi.

Definiţia 1.1 i) Numim curbă parametrică sau curbă parametrizată ı̂n Rn o aplicaţie r̄ : I ⊆ R →
Rn unde:
i1) I = (a, b) este un interval real deschis,
i2) r̄ este o funcţie netedă adică pentru orice i ∈ {1, ..., n} aplicaţia xi = πi ◦ r̄ : I → R este
diferenţiabilă de clasă C∞ (netedă).
ii) Mulţimea C ⊂ Rn o numim curbă ı̂n Rn dacă există o curbă parametrică r̄ : I → Rn aşa ı̂ncât
C = r̄(I). Spunem că r̄ este o parametrizare a lui C şi notăm:

C: r̄ = r̄(t), t ∈ I. (1.1)

t se numeşte parametru pe curba C iar punctul P = r̄(t) al curbei ı̂l notăm simplu P (t) sau ı̂ncă
P (r̄(t)). Relaţia (1.1) o numim ecuaţia parametrică a curbei C.

Observaţii 1.2 i) Este posibil ca intervalul I să nu fie deschis; atunci vom presupune existenţa
perechii (J, R̄) cu J interval real deschis conţinând I şi R̄ : J → Rn netedă aşa ı̂ncât r̄ este restricţia
la I a lui R̄. Mai spunem că C = r̄(I) este arc al curbei C̄ = R̄(J).
Spre exemplu, domeniul de definiţie al cercului unitate S1 pentru o parametrizare injectivă nu este
deschis:

S1 : r̄(t) = (cos t, sin t), t ∈ [0, 2π) (1.2)

şi binêınţeles că avem R̄(t) = (cos t, sin t) netedă pe J = R.
ii) Dacă n = 2 atunci spunem că C este o curbă ı̂n plan iar pentru n = 3 spunem că C este o curbă ı̂n
spaţiu. Dacă C este o curbă ı̂n spaţiu dar situată ı̂ntr-un plan π atunci vom spune că C este o curbă
plană.

Exemple 1.3 i) Dreapta d conţinând punctulM(r̄0) şi având vectorul director ā ̸= 0̄ este (conform
Cursului Geometrie 1):

d : r̄ = r̄0 + tā, t ∈ R. (1.3)

1
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ii) Axa Ox din R3 este o curbă ı̂n spaţiu. Trei parametrizări pentru această curbă sunt:

Ox : r̄1(t) = (t, 0, 0), r̄2(t) = (t3 + 2t, 0, 0), r̄3(t) = (t5, 0, 0), t ∈ R.

Din ultimul exemplu vedem că o curbă oarecare are mai multe parametrizări. Pentru a realiza o
legătură ı̂ntre două astfel de parametrizări reamintim:

Definiţia 1.4 Fie intervalele reale I şi J şi funcţia φ : J → I, s → φ(s) = t. Spunem că φ
este difeomorfism dacă φ este bijecţie cu φ şi φ−1 netede. Fie Diff(J, I) mulţimea nevidă a acestor
difeomorfisme.

Fie s0 ∈ J fixat şi t0 = φ(s0). Reamintim derivata lui φ−1 ı̂n t0:

(φ−1)′(t0) =
1

φ′(s0)
(1.4)

deci φ′ nu se anulează ı̂n niciun punct!

Definiţia 1.5 Curbele parametrizate r̄ : I → Rn, h̄ : J → Rn se numesc echivalente şi notăm
r̄ ∼ h̄ dacă există φ ∈ Diff(J, I) aşa ı̂ncât h̄ = r̄ ◦ φ. Spunem că φ este o schimbare de parametru şi
că h̄ este o reparametrizare a lui r̄.

Să observăm din definiţia precedentă că r̄ şi h̄ au aceeaşi imagine geometrică C deoarece φ este
bijecţie; deci r̄ şi h̄ sunt parametrizări ale aceleiaşi curbe C.

Propoziţia 1.6 ∼ este o relaţie de echivalenţă pe mulţimea parametrizărilor unei curbe C.

Demonstraţie 1) (Reflexivitatea) r̄ ∼ r̄ cu φ = 1I .
2) (Simetria) Presupunem că r̄1 ∼ r̄2 via φ. Atunci r̄2 ∼ r̄1 via φ−1.
3) (Tranzitivitatea) Presupunem că r̄1 ∼ r̄2 via φ şi r̄2 ∼ r̄3 via ψ. Atunci r̄1 ∼ r̄3 via φ ◦ ψ. Să
obsevăm că dacă φ ∈ Diff(J, I) şi ψ ∈ Diff(K,J) atunci φ ◦ ψ ∈ Diff(K, I). 2

Acest rezultat ne permite introducerea noţiunii principale a acestui Curs:

Definiţia 1.7 Se numeşte proprietate (mărime) geometrică sau invariant al curbei C o proprietate
(mărime) ce nu depinde de parametrizările dintr-o clasă de echivalenţă fixată a lui C. Mulţimea
proprietăţilor şi mărimilor geometrice constituie geometria lui C.

Cu Propoziţia 1.6 o curbă C va fi considerată ca o clasă de echivalenţă de curbe parametrice
şi o proprietate geometrică este o proprietate comună tuturor curbelor parametrice echivalente; dar
bineinţeles că din punct de vedere computaţional vom lucra cu un reprezentant fixat, adică cu o
parametrizare dată, de aceea ı̂n cele ce urmează vom considera doar curbe paramerizate. Un prim
exemplu de proprietate geometrică este dat de:

Definiţia 1.8 Fie C : r̄ = r̄(t), t ∈ I şi t0 ∈ I fixat. Punctul M0(t0) al lui C este numit:
i) singular dacă r̄′(t0) = 0̄,
ii) regulat dacă nu este singular.
O curbă cu toate punctele regulate se numeşte regulată.

Propoziţia 1.9 Regularitatea (şi deci singularitatea) este o proprietate geometrică.

Demostraţie Fie φ : J → I o schimbare de parametru pe C şi u0 ∈ J aşa ı̂ncât t0 = φ(u0). Fie
R̄(u) = r̄ ◦ φ(u) noua parametrizare a lui C. Avem:

dR̄

du
(u0) =

dr̄

dt
(t0) ·

dφ

du
(u0). (1.5)

Cum φ′ ̸= 0 pe J avem r̄′(t0) ̸= 0 dacă şi numai dacă R̄′(u0) ̸= 0̄. 2

Observaţii 1.10 Parametrizările r̄1 şi r̄2 ale axei Ox sunt regulate dar parametrizarea r̄3 are
punctul singular t = 0 corespunzător originii O(0, 0, 0); putem spune că originea este o singularitate
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aparentă a axei Ox. Atenţie: aplicaţia φ : R → R, φ(t) = t3+2t este un difeomorfism al dreptei reale
deoarece φ′(t) = 3t2 + 2 > 0 pentru orice t ∈ R. Deci r̄1 ∼ r̄2.

În concluzie, dreapta cu parametrizarea r̄1 (echivalent r̄2) are o anumită geometrie diferită de
geometria dreptei cu parametrizarea r̄3! 2

În continuare, vom considera doar curbe parametrizate regulate! Dacă vom compara r̄1 cu
r̄2 ale exemplului precedent observăm că r̄′1 are norma constantă (egală cu 1, deci este versor) ı̂n timp
ce r̄′2 are norma variabilă 3t2+2. Este clar ca din punct de vedere al calculelor este preferabilă prima
parametrizare. Următorul concept formalizează acest aspect important:

Definiţia 1.11 Curba C : r̄ = h̄(s), s ∈ J se numeşte parametrizată unitar sau (canonic) dacă
∥h̄′(s)∥ = 1 pentru toţi s ∈ J . Atunci s se numeşte parametru natural sau canonic pe C.

Teorema 1.12 Fie C : r̄ = r̄(t), t ∈ I o curbă regulată.
1) Există o reparametrizare canonică a lui C.
2) Fie r̄ ◦φ1 şi r̄ ◦φ2 două parametrizări canonice ale lui C cu φi : Ii → I. Atunci φ−1

2 ◦φ1 : I1 → I2
are expresia φ−1

2 ◦ φ1(s) = ±s+ s0 cu s0 ∈ R.

Demonstraţie 1) Fie I = (a, b) şi fixăm t0 ∈ I un punct numit origine. Definim L : (t0, b) → R,
L(t) =

∫ t
t0
∥r̄′(u)∥du. Această funcţie este netedă cu L′(t) = ∥r̄(t)∥ > 0 pe (t0, b) din regularitate.

Deci, L este strict crescătoare deci injectivă. Cu J = L((t0, b)) rezultă că L : (t0, b) → J este bijecţie
netedă. Fie acum φ = L−1 : J → (t0, b), s→ φ(s) = t(s); deci φ este un difeomorfism adică schimbare
de parametru pe C. Fie h̄ : J → Rn noua parametrizare a lui C dată de h̄ = r̄ ◦ φ. Avem:

dh̄

ds
(s) =

dr̄

dt
(t(s)) · dt

ds
(s) = r̄′(t) · t′(s) = r̄′(t) · 1

L′(t)
=

r̄′(t)

∥r̄′(t)∥
.

În concluzie, ∥h̄′(s)∥ = 1 pentru toţi s ∈ J .
2) Fie φ1 : I1 → I, s→ t = φ1(s) şi φ2 : I2 → I, u→ t = φ2(u). Din h̄i = r̄ ◦φi parametrizări unitare
ale lui C rezultă:

1 = ∥d(r̄ ◦ φi)
ds

(s)∥ = ∥r̄′(φi(s)) · φ′
i(s)∥ = ∥r̄′(φi(s))∥ · |φ′

i(s)|

adică:

φ′
1(s) = ± 1

∥r̄′(t)∥
= φ′

2(u).

Atunci:

(φ−1
2 ◦ φ1)

′(s) = (φ−1
2 )′(t) · φ′

1(s) =
φ′
1(s)

φ′
2(u)

= ±1

şi o integrare dă concluzia. 2

Definiţia 1.13 i) Funcţia L : (t0, b) → R:

L(t) =
∫ t
t0
∥r̄′(u)∥du (1.6)

se numeşte lungimea de arc pe [t0, t] pentru curba C.
ii) Presupunem că a > −∞ (deci a ∈ R) şi ca urmare facem alegerea t0 = a. Numărul real pozitiv
L(C) := L(b) este lungimea curbei C (deci presupunem că L(C) < +∞).

Exemplul 1.14 Pentru cercul centrat ı̂n originea planului şi de rază R avem:

C(O,R) : r̄(t) = R(cos t, sin t), t ∈ [0, 2π]. (1.7)

Atunci ∥r̄′(u)∥ = R şi L(t) = Rt. Inversăm funcţia s(t) = Rt şi avem t = s/R de unde rezultă
parametrizarea canonică a acestui cerc:

C(O,R) : h̄(s) = R
(
cos

s

R
, sin

s

R

)
, s ∈ [0, L(2π) = 2πR]. (1.8)



4 M. Crâşmăreanu

Folosind formula schimbării de variabilă ı̂n integrala definită avem:

Propoziţia 1.15 Lungimea unei curbe este un invariant ı̂n teoria curbelor.

Demonstraţie Reamintim formula schimbării de variabile ı̂n calculul integralelor: fie φ : J =
(c, d) → I = (a, b), u→ φ(u) = t cu φ ∈ C1(J, I). Dacă f : I → R este continuă atunci:∫ d

c
f(φ(u)) · φ′(u)du =

∫ b

a
f(t)dt. (1.8)

Fie acum parametrizările r̄ şi h̄ = r̄ ◦ φ date de Definiţia 1.5 şi presupunem, pentru simplificare,
φ crescătoare i.e. φ′ > 0 pe J . Conform formulei (1.5) avem:

h̄′(u) = r̄′(φ(u)) · φ′(u) (1.9)

şi deci aplicând formula (1.8) cu f = ∥r̄′∥ avem:∫ d

c
∥h̄′(u)∥du =

∫ d

c
∥r̄′(φ(u))∥ · φ′(u)du =

∫ b

a
∥r̄′(t)∥dt

ceea ce voiam. 2

SEMINARUL 1

S1.1 Să se reobţină formula distanţei euclidiene dintre punctele M1(r̄1), M2(r̄2) din Rn.

Rezolvare Fie dreapta d =M1M2:

d : r̄(t) = r̄1 + t(r̄2 − r̄1), t ∈ R. (1.10)

Segmentul [M1M2] este descris de t ∈ [0, 1] şi deci:

d(M1,M2) =

∫ 1

0
∥r̄2 − r̄1∥dt = ∥r̄2 − r̄1∥. (1.11)

A se vedea şi Definiţia 3.3 din Cursul 3.

S1.2 (Grafice de funcţii) Fie f : I = (a, b) → R de clasă Ck cu k ≥ 1. Graficul lui f este curba ı̂n
plan:

Gf : r̄(t) = (t, f(t)), t ∈ I. (1.12)

Se cere lungimea acestei curbe.

Rezolvare Cum r̄′(t) = (1, f ′(t)) avem din (1.6):

L(Gf ) =

∫ b

a

√
1 + (f ′(t))2dt (1.13)

formulă ce apare de altfel ı̂n Manualul de Analiză Matematică de clasa a XII-a!

S1.3 Se cere lungimea arcului [0, 2π] a cicloidei:

r̄(t) = R(t− sin t, 1− cos t), t ∈ R (1.14)

unde R > 0 este o constantă dată.

Rezolvare Avem: r̄′(t) = R(1 − cos t, sin t) şi deci: ∥r̄′(t)∥ = R
√
1− 2 cos t+ 1 = 2R| sin t

2 |.
Avem:

L(C|[0,2π]) = 2R

∫ 2π

0
sin

t

2
dt = −4R cos

t

2
|2π0 = 8R.
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S1.4 Se cere lungimea arcului [0, π2 ] a astroidei:

r̄(t) = R(cos3 t, sin3 t), t ∈ R. (1.15)

Rezolvare avem: r̄′(t) = 3R(− cos2 t sin t, sin2 t cos t) şi deci: ∥r̄′(t)∥ = 3R| cos t sin t| = 3R
2 | sin 2t|.

Deci:

L(C|[0,π
2
]) =

3R

2

∫ π
2

0
sin 2tdt = −3R

4
cos 2t|

π
2
0 =

3R

2
.

S1.5 Pentru spirala logaritmică:

r̄(t) = R(ekt cos t, ekt sin t), t ∈ R (1.16)

cu R > 0, k > 0 constante date se cere:
i) să se arate că unghiul dintre r̄(t) şi r̄′(t) este constant,

ii) notând cu ln lungimea arcului [2nπ, 2(n+ 1)π] să se arate că raportul ln+1

ln
este constant.

Rezolvare i) Avem: r̄′(t) = Rekt(k cos t − sin t, k sin t + cos t) şi deci: ∥r̄′(t)∥ = Rekt
√
k2 + 1,

∥r̄(t)∥ = Rekt şi < r̄(t), r̄′(t) >= R2ke2kt. Rezultă:

cos](r̄(t), r̄′(t)) = < r̄(t), r̄′(t) >

∥r̄(t)∥∥r̄′(t)∥
=

k√
k2 + 1

.

ii) Avem:

ln = R
√
k2 + 1

∫ 2(n+1)π

2nπ
ektdt =

R
√
k2 + 1

k
(e2(n+1)kπ − e2nkπ)

de unde rezultă: ln+1

ln
= e2kπ care este o constantă strict mai mare decât 1.

S1.6 Se cere lungimea arcului [0, 2] al curbei: r̄(t) = (t− 1
2sh2t, 2cht), t ∈ R.

Rezolvare Avem r̄prime(t) = (1−cht, 2sht) şi 1−ch2t = 1− e2t+e−2t

2 = − (et−e−t)2

2 = −2sh2t. Deci:

r̄′(t) = 2sht(−sht, 1) şi rezultă: ∥r̄′(t)∥ = 2shtcht = 2 (et−e−t)(et+e−t)
4 = e2t−e−2t

2 = sh2t. Lungimea
cerută este:

L(C|[0, 2]) =
∫ 2

0
sh2tdt =

1

2
ch2t|20 =

ch4− 1

2
.

S1.7 Se cere lungimea arcului [0,
√
2] a curbei: r̄(t) = (8Rt3, 3R(2t2 − t4)), R > 0.

Rezolvare Avem r̄′(t) = 12R(2t2, t− t3) şi deci:

∥r̄′(t)∥ = 12R
√
t2 + 2t4 + t6 = 12R(t3 + t)

de unde rezultă:

L(C|[0,
√
2]) = 12R

∫ √
2

0
(t3 + t)dt = 12R(

t4

4
+
t2

2
)|
√
2

0 = 12R(
4

4
+

2

2
) = 24R.

−−−−−−−−−−−−−−
Pentru exerciţiile următoare reamintim coordonatele polare ı̂n plan:{

x = ρ cosφ
y = ρ sinφ

(1.17)

şi deci curbă ı̂n plan va avea ecuaţia ı̂n coordonate polare:

C : ρ = ρ(φ), φ ∈ I = (a, b) ⊆ R (1.18)
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S1.8 Se cere lungimea curbei ı̂n coordonate polare.

Rezolvare Deoarece avem ecuaţia vectorială:

C : r̄(φ) = (ρ(φ) cosφ, ρ(φ) sinφ), φ ∈ I (1.19)

rezultă:
r̄′(φ) = (ρ′ cosφ− ρ sinφ, ρ′ sinφ+ ρ cosφ) (1.20)

şi deci:
∥r̄′(φ)∥ =

√
ρ2 + (ρ′)2

ccea ce implică:

L(C) =

∫ b

a

√
ρ2(φ) + (ρ′)2(φ)dφ. (1.21)

S1.9 Spirala lui Arhimede: ρ(φ) = Rφ,φ ∈ R, cu R > 0 o constantă dată.

Rezolvare Avem din (1.21):

L(C|[a,b]) = R

∫ b

a

√
1 + φ2dφ.

Reamintim: ∫ √
1 + t2 =

1

2

(
t
√
t2 + 1 + ln(t+

√
t2 + 1)

)
şi deci:

L(C|[a,b]) =
R

2

(
φ
√
φ2 + 1 + ln(φ+

√
φ2 + 1)

)
|ba.

Rezultă:

L(C|[0,b]) =
R

2

(
b
√
b2 + 1 + ln(b+

√
b2 + 1)

)
.

S1.10 Să se reobţină lungimea cercului C(O,R) folosind coordonatele polare.

Rezolvare Ecuaţia lui C(O,R) ı̂n coordonate polare: ρ = constant = R. Din (1.21) avem:

L(C(O,R)) =

∫ 2π

0
Rdφ = 2πR. (1.22)

S1.11 Se cere lunigimea arcului [0, 2π] a curbei: r(φ) = R(1 + cosφ), R > 0

Rezolvare Avem r′(φ) = −R cosφ şi deci:√
r2 + (r′)2 = R

√
(1 + cosφ)2 + sin2 φ = R

√
2 + 2 cosφ = 2R| cos φ

2
|.

Prin urmare:

L(C|[0, 2π]) = 2R(

∫ π

0
cos

φ

2
−
∫ 2π

π
cos

φ

2
) = 4R(sin

φ

2
|π0 − sin

φ

2
|2ππ ) = 4R(1− 0− 0 + 1) = 8R.

S1.12 (Conice nedegenerate) C : ρ(φ) = p
1−e cosφ , φ ∈ R, unde e ∈ [0,+∞] reprezintă excentric-

itatea conicei. Avem: e ∈ [0, 1) pentru elipsă (e = 0 pentru cerc), e = 1 pentru parabolă şi e > 1
pentru hiperbolă. Se cere lungimea unui arc al curbei.

Temă individuală !
−−−−−−−−−−−−−−
Exemple de calcul a lungimii cu MATLAB
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S1.13 ([6, p. 172]) Fie r̄ : R → R2, r̄(t) = (t+ 2, t
2

2 + 1) şi vrem lungimea arcului [0, 2].

Rezolvare

L(C|[0,2]) =
∫ 2

0

√
t2 + 1dt =

1

2
[t
√
t2 + 1 + ln(t+

√
t2 + 1)]|20 =

√
5 +

1

2
ln(2 +

√
5).

Liniile MATLB sunt astfel:
>> symst;
>> f = [t+ 2 t2/2 + 1];
>> df = diff(f, t); v = sqrt(df(1)2 + df(2)2);
>> s = int(v, t, 0, 2); eval(s) (+ Enter )

Answer: s = 2.9579.

S1.14
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Cursul 2

Reperul Frenet şi curburi

Fixăm ı̂n Rn, n ≥ 2 curba parametrică C : r̄ = r̄(t), t ∈ I ⊆ R.

Definiţia 2.1 Numim câmp vectorial de-a lungul lui C o aplicaţie X : I → Rn, X = (X1, ..., Xn)
cu proprietatea că X i : I → R este aplicaţie netedă pentru toţi i ∈ {1, ..., n}. Fie X (C) mulţimea
acestor câmpuri vectoriale.

Observaţii 2.2 i) X (C) este mulţime nevidă deoarece câmpul vectorial nul este element al acestei
mulţimi.
ii) Cum C este regulată (am fixat această ipoteză ı̂ncă din Cursul 1) aplicaţia T : I → Rn dată de:

T (t) =
r̄′(t)

∥r̄′(t)∥
(2.1)

este un element din X (C). 2

Definiţia 2.3 T = T (t) se numeşte câmpul vectorial tangent al curbei C.

Exemplul 2.4 Reamintim cercul de rază R centrat ı̂n origine
C(O,R) : r̄(t) = R(cos t, sin t), t ∈ R. Avem:

T (t) = (− sin t, cos t). (2.2)

Se obţine imediat că: < r̄(t), T (t) >= R(− cos t sin t + sin t cos t) = 0 adică rezultatul binecunoscut:
tangenta este perpendiculară pe rază ı̂n punctul de tangenţă.

Observaţia 2.5 i) Reamintim că Rn este spaţiu vectorial real de dimensiune n. Fixăm un sistem
de vectori S = {v1, ..., vk} din Rn cu 1 ≤ k ≤ n. Cel mai mic subspaţiu vectorial al lui Rn ce conţine
pe S se notează spanS sau span{v1, ..., vk} şi este intersecţia tuturor subspaţiilor vectoriale ale lui
Rn ce conţin pe S.
ii) Fie S1 = {v1, ..., vk} şi S2 = {v′1, ..., v′k} ca mai sus. Presupunem că pentru orice i ∈ {1, ..., k}
avem descompunerea: v′i = ajivj unde ı̂n membrul drept am folosit regula Einstein (a indicelui mut)
de sumare: repetarea unui indice sus şi jos semnifică sumarea după toate valorile posibile ale acelui
indice. Fie A = (aji )i,j=1,k ∈ Mk(R) matricea asociată acestor sisteme de vectori via descompunerea
precedentă. Putem scrie global:

(v′1, ..., v
′
k) = (v1, ..., vk) ·A

reamintind convenţia de ı̂nmulţire a matricilor:

U · V = (uij) · (v
j
l ) =W = (wil).

Deci: indicele superior indică linia iar indicele inferior indică coloana !

Definiţia 2.6 i) Sistemele S1, S2 se numesc la fel orientate dacă detA > 0 respectiv contrar
orientate dacă detA < 0.
ii) Sistemul S = {v1, ..., vn} ı̂l numim pozitiv orientat dacă este la fel orientat cu baza canonică

9



10 M. Crâşmăreanu

Bc = {e1, ..., en} din Rn. Reamintim că ei = (0, ..., 1, .., 0) cu 1 doar pe locul i. Dacă S este contrar
orientat lui Bc spunem că S este negativ orientat.
iii) Pentru n = 2 folosim notaţia Bc = {̄i, j̄} iar pentru n = 3 notaţia Bc = {̄i, j̄, k̄}.

Observaţii 2.7 i) Dacă S este orientat pozitiv sau negativ atunci S este sistem liniar independent.
Fiind exact n vectori cât este dimensiunea spaţiului Rn avem că S este chiar bază ı̂n Rn.
ii) Reamintim că dimensiunea unui spaţiu vectorial este numărul maxim de vectori liniar independenţi
din acel spaţiu şi că un sistem de exact n vectori liniar independenţi (sau sistem de generatori) ı̂ntr-un
spaţiu vectorial n dimensional este obligatoriu bază ı̂n acel spaţiu vectorial.

Următoarea noţiune fundamentală a teoriei curbelor este:

Definiţia 2.8 Numim bază Frenet pentru curba parametrică C un sistem {X1, ..., Xn} ∈ X (C)
satisfăcând pentru orice t ∈ I proprietăţile următoare:
F1) < Xi(t), Xj(t) >= δij pentru toţi i, j ∈ {1, ..., n}. Reamintim că (δij) este simbolul Kronecker
fiind 1 pentru i = j şi 0 ı̂n rest.
F2) span{X1(t), ..., Xk(t)} = span{dr̄dt (t), ...,

dk r̄
dtk

(t)} pentru toţi k ∈ {1, ..., n− 1}.
F3) Sistemele de vectori din F2 sunt la fel orientate.
F4) Sistemul de vectori {X1(t), ..., Xn(t)} este pozitiv orientat.
Ansamblul RF (r̄(t)) = {r̄(t);X1(t), ..., Xn(t)} se numeşte reperul Frenet ı̂n punctul P (r̄(t)) ∈ C. O
curbă ce admite bază Frenet se numeşte curbă Frenet.

Observaţii 2.9 i) Condiţiile F1+F4 spun că {X1(t), ..., Xn(t)} este o bază ortonormată ı̂n Rn
pentru orice t ∈ I.
ii) Pentru k = 1 din F2 avem că vectorii X1(T ), r̄

′(t) sunt coliniari deci există scalarul λ(t) ∈ R aşa
ı̂ncât: X1(t) = λ(t)r̄′(t). Condiţia F3 pentru k = 1 spune că λ(t) > 0. Cu alegerea λ(t) = 1

∥r̄′(t)∥ care

este scalar strict pozitiv (motivată de ortonormare !) obţinem:

X1(t) = T (t). (2.3)

Conform discuţiei din Observaţia 2.7 suntem conduşi la introducerea următorului tip de curbe:

Definiţia 2.10 Curba C se numeşte ı̂n poziţie generală dacă pentru orice t ∈ I sistemul
{dr̄dt (t), ...,

dn−1r̄
dtn−1 (t)} este liniar independent. Pentru n = 3 folosim denumirea de curbă biregulată.

Observaţia 2.11 Pentru n = 2 poziţia generală este echivalentă cu regularitatea.

Un rezultat central al teoriei curbelor este:

Teorema 2.12 (de existenţă şi unicitate a bazei Frenet) Dacă C este ı̂n poziţie generală atunci
C este curbă Frenet. Mai mult, baza Frenet este unică.

Nu vom demonstra acest rezultat general dar să observăm că dacă X ∈ X (C) atunci câmpul
vectorial derivat X ′ = (X ′

1, ..., X
′
n) aparţine lui X (C) şi mai general

X(k) = (d
kX1

dtk
, ..., d

kXn

dtk
) ∈ X (C) pentru orice k ∈ N cu convenţia X(0) = X.

În continuare presupunem C ı̂n poziţie generală. Vectorul X ′
i(t) se descompune unic ı̂n baza

{X1(t), ..., Xn(t)} şi deci există funcţiile aji : I → R date de:

X ′
i(t) = aji (t)Xj(t) (2.4)

şi cum toate funcţiile ce intervin mai sus sunt netede rezultă că şi toate aji sunt funcţii netede. Pentru

o abordare globală introducem matricea de funcţii: A(·) = (aji (·))i,j=1,n şi atunci relaţiile (2.4) se
scriu unitar:

d

dt

 X1
...
Xn

 (t) = A(t)t ·

 X1
...
Xn

 (t) (2.5)
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cu At transpusa matricii A.

Propoziţia 2.17 Matricea A satisface:
i) este antisimetrică, adică maricea transpusă satisface: At = −A i.e.:

aji (t) = −aij(t). (2.6)

ii) pentru j > i+ 1 avem:
aji ≡ 0. (2.7)

Demonstraţie i) Derivăm F1 cu regula Leibniz şi avem:
< X ′

i(t), Xj(t) > + < Xi(t), X
′
j(t) >= 0 care este exact (2.6) scrisă: aji (t) + aij(t) = 0.

ii) Din F2 avem că: Xi ∈ span{dr̄dt (t), ...,
dir̄
dti

(t)} ceea ce implică:

X ′
i(t) ∈ span{d2r̄

dt2
(t), ..., d

i+1r̄
dti+1 (t)} = span{X1(t), ..., Xi+1(t)} şi această relaţie dă (2.7). 2

Definiţia 2.13 Fie curba C ı̂n poziţie generală. Funcţiile Ki : I → R date de:

Ki(t) =
ai+1
i (t)

∥r̄′(t)∥
(2.8)

sunt netede pentru orice i ∈ {1, ..., n− 1} şi se numesc curburile lui C ı̂n punctul P (r̄(t)) ∈ C.

Cazuri particulare
I) n = 2 deci avem curba regulată C : r̄(t) = (x(t), y(t)), t ∈ I. Avem:

X1(t) = T (t) =
1

∥r̄′(t)∥
(x′(t), y′(t)). (2.9)

Versorul X2 se notează N şi se numeşte câmpul vectorial normal.
Căutăm N de forma: N(t) = (u(t), v(t)). Condiţia F1 devine:{

∥N(t)∥2 = u2(t) + v2(t) = 1
< T (t), N(t) >= x′(t)u(t) + y′(t)v(t) = 0.

(2.10)

Regularitatea ı̂nseamnă (x′)2 + (y′)2 > 0 şi vom presupune că y′ ̸= 0; ı̂n caz contrar avem x′ ̸= 0 şi ı̂n
discuţia următoare schimbăm rolurile lui x şi y. Din a doua relaţie avem: v = −x′

y′u care ı̂nlocuită ı̂n

prima dă: u2
(
1 + x′

2

y′2

)
= 1 cu soluţia: u = εy′

∥r̄′∥ pentru ε = ±1. Revenind la v obţinem: v = −εx′
∥r̄′∥ şi

deci:
N(t) =

ε

∥r̄′(t)∥
(y′(t),−x′(t))

şi vom determina ε din F4. Astfel, matricea cu prima coloana T (t) şi a doua coloană N(t):(
x′

∥r̄′∥
εy′

∥r̄′∥
y′

∥r̄′∥
−εx′
∥r̄′∥

)

trebuie să aibă determinantul pozitiv. Dar determinantul acestei matrici este (−ε) şi deci: ε = −1.
În concluzie:

N(t) =
1

∥r̄′(t)∥
(−y′(t), x′(t)). (2.11)

În fapt, expresia lui N se deduce pe o cale mai rapidă astfel: din condiţia de ortonormare ı̂n plan
avem N(t) = i · T (t) cu i unitatea complexă, deoarece ı̂nmulţirea cu i semnifică o rotatţie de 90◦ ı̂n
sens trigonometric=sensul anti-orar. Matricea A este:

A(t) =

(
0 −a21(t)

a21(t) 0

)
cu:

a21(t) =< X ′
1(t), X2(t) >=< T ′(t), N(t) > .
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Derivăm câmpul vectorial tangent din (2.9) ca o fracţie:

T ′(t) =
r̄′′∥r̄′∥ − r̄′ ddt(∥r̄

′∥)
∥r̄′∥2

=
r̄′′(t)

∥r̄′(t)∥
− T (t) · d

dt
(ln ∥r̄′∥). (2.12)

Cum N(t) este ortogonal pe T (t) rezultă:

a21(t) =<
r̄′′(t)

∥r̄′(t)∥
, N(t) >

şi din relaţia (2.11) obţinem:

a21(t) =
1

∥r̄′(t)∥2
< (x′′(t), y′′(t), (−y′(t), x′(t)) > .

În concluzie, avem o singură curbură, notată k, cu expresia:

k(t) = −x′′(t)y′(t)+y′′(t)x′(t)
∥r̄′(t)∥3 . (2.13)

Observăm că funcţia curbură poate avea orice semn; un punct P (r̄(t)) ∈ C se numeşte inflexionar
dacă k(t) = 0 respectiv vârf dacă este punct critic al curburii i.e. k′(t) = 0.

II) n = 3, deci avem curba biregulată C : r̄(t) = (x(t), y(t), z(t)), t ∈ I. Avem:

X1(t) = T (t) =
1

∥r̄′(t)∥
(x′(t), y′(t), z′(t)). (2.14)

X2 se notează tot N şi ca la curbe ı̂n plan se numeşte câmpul vectorial normal iar X3 se notează B
şi se numeşte câmpul vectorial binormal.

Din < T (t), T (t) >= 1 prin derivare cu regula Leibniz avem: 2 < T ′(t), T (t) >= 0 deci T ′(t)
este perpendicular pe T (t). Avem aceeaşi formulă (2.12) iar biregularitatea implică: T ′(t) ̸= 0̄. În
concluzie: {

N(t) = T ′(t)
∥T ′(t)∥

B(t) = T (t)×N(t)
(2.15)

unde × este produsul vectorial din R3.

Avem:

A(t) =

 0 −a21(t) 0
a21(t) 0 −a32(t)
0 a32(t) 0


cu: {

a21(t) =< T ′(t), N(t) >= − < T (t), N ′(t) >
a32(t) =< N ′(t), B(t) >= − < N(t), B′(t) > .

Astfel: a21(T ) =< T ′(t), T ′(t)
∥T ′(t)∥ >= ∥T ′(t)∥ > 0. K1 se numeşte curbura şi ca la curbe ı̂n plan se

notează k iar K2 se numeşte torsiunea şi se notează τ .

Avem prin derivarea primei relaţii următoare şi utilizarea lui (2.5):
r̄′(t) = ∥r̄′(t)∥T (t)
r̄′′(t) = d

dt(∥r̄
′(t)∥)T (t) + ∥r̄′(t)∥T ′(t) = (...)T (t) + ∥r̄′(t)∥a21(t)N(t)

r̄′′′ = (.)T + (.)N + ∥r̄′∥a21N ′ = (.)T + (.)N + ∥r̄′∥a21a32B.
(2.16)

Facem produsul vectorial al primelor două relaţii:

r̄′(t)× r̄′′(t) = ∥r̄′(t)∥2a21(t)B(t)
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şi cum B(t) este versor avem:

k(t) = ∥r̄′(t)×r̄′′(t)∥
∥r̄′(t)∥3 . (2.17)

Facem acum produsul mixt al vectorilor din (2.16):

(r̄′, r̄′′, r̄′′′) = (∥r̄′∥T, ∥r̄′∥a21N, ∥r̄′∥a21a32B) = ∥r̄′∥3(a21)2a32

deoarece (T,N,B) = (̄i, j̄, k̄) = 1. Obţinem:

a32 =
∥r̄′∥4(r̄′, r̄′′, r̄′′′)
∥r̄′∥3∥r̄′ × r̄′′∥2

şi, ı̂n concluzie, expresia torsiunii este:

τ(t) = (r̄′(t),r̄′′(t),r̄′′′(t))
∥r̄′(t)×r̄′′(t)∥2 . (2.18)

Observăm că k > 0 dar torsiunea poate avea orice semn.

SEMINARUL 2

S2.1 Să se studieze C(O,R) din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Câmpul vectorial tangent este dat de (2.2) iar din (2.11) obţinem: N = (− cos t,− sin t) =

− r̄(t)
R . Deci câmpul vectorial normal este ı̂ndreptat spre interiorul cercului, mai precis spre originea

planului, iar < T,N >= 0 este expresia analitică a faptului binecunoscut: raza este perpendiculară
pe tangentă. Avem din (2.13):

k(t) =
−(−R cos t)R cos t+ (−R sin t)(−R sin t)

R3
=
R2

R3
=

1

R
(2.19)

ı̂n acord cu viziunea geometrică: cercul este ”curbat” peste tot la fel !
Cercul nu are puncte de inflexiune dar toate punctele sale sunt vârfuri.

S2.2 Să se studieze dreapta ı̂n plan din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Reamintim că avem ecuaţia dreptei ı̂n plan d : r̄(t) = (x0 + ta, y0 + tb) cu M0(x0, y0)
un punct fixat al dreptei respectiv ū = (a, b) ̸= 0̄ vectorul director al lui d. Rezultă: r̄′(t) = (̄u) şi
r̄′′ ≡ 0̄. Obţinem deci: T (t) = ū

∥ū∥=constant, N(t) = 1
∥ū∥(−b, a) respectiv k ≡ 0 ı̂n acord cu viziunea

geometrică” dreapta nu este curbată deloc !

S2.3 Să se studieze dreapta ı̂n spaţiu din punct de vedere Frenet.

Rezolvare Deoarece r̄′′ = 0̄ (ca mai sus) rezultă că dreapta considerată ı̂n spaţiu nu este bireg-
ulată. Dar orice dreaptă din spaţiu este ı̂nclusă ı̂ntr-un plan π şi eventual aplicând o rotaţie şi o
translaţie putem presupune că π = xOy ceea ce conduce la problema anterioară.

S2.4 Să se arate că formula (2.17) se reduce la (2.13) pentru o curbă ı̂n plan.

Rezolvare Deoarece r̄(t) = (x(t), y(t)), 0 rezultă:

r̄′(t)× r̄′′(t) =
ī j̄ k̄

x′(t) y′(t) 0
x′′(t) y′′(t) 0

= (0, 0,−x′′(t)y′(t) + y′′(t)x′(t))

ceea ce dă concluzia (renunţând la ipoteza de pozitivitate din spaţiu). Obţinem astfel o nouă formulă
pentru curbura unei curbe ı̂n plan:

k(t) =
det(r̄′(t), r̄′′(t))

∥r̄′(t)∥3
. (2.20)
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S2.5 Se cere curbura elipsei E : r̄(t) = (a cos t, b sin t), t ∈ R (sau t ∈ [0, 2π]) cu a > 0, b > 0.
Rezolvare Avem: r̄′(t) = (−a sin t, b cos t) şi r̄′′(t) = (−a cos t,−b sin t) = −r̄. Rezultă:

k(t) =
ab

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)
3
2

(2.21)

şi deci elipsa nu are puncte inflexionare. Deoarece:

k′(t) =
3ab(b2 − a2) sin t cos t

(a2 sin2 t+ b2 cos2 t)
5
2

(2.22)

rezultă că elipsa are 4 vârfuri, exact intersecţiile cu axele: t ∈ {0, π2 , π,
3π
2 }.

S2.6 Se cere curbura (ramurei pozitive a) hiperbolei H : r̄(t) = (acht, bsht), t ∈ R cu a > 0, b > 0.

Rezolvare Avem: r̄′(t) = (asht, bcht) şi r̄′′(t) = (acht, bsht) = r̄(t). Rezultă:

k(t) =
−ab

(a2sh2t+ b2cht)
3
2

(2.23)

şi deci hiperbola nu are puncte de inflexiune. Deoarece:

k′(t) =
−3ab(a2 + b2)shtcht

(a2sh2t+ b2cht)
5
2

(2.24)

rezultă că hiperbola are un singur vârf, intersecţia cu axa Ox: t = 0 unde se anulează funcţia sh.
Reamintim că cht ≥ 1 pentru orice t ∈ R.

S2.7 Se cere curbura curbei C : r̄(t) = (cos t+ t sin t, sin t− t cos t), t ∈ R.

Rezolvare Avem: r̄(t) = (t cos t, t sin t) şi r̄′′(t) = (cos t − t sin t, sin t + t cos t) de unde rezultă
k(t) = 1

t . Deci trebuie scos t = 0 din domeniul de definiţie, curba nu are puncte de inflexiune şi nici
vârfuri.

Imaginea curbei.

S2.8 Se cere curbura cicloidei.

Rezolvare Avem: r̄′′(t) = R(sin t, cos t) şi deci: k(t) = −1
4R sin t

2

ceea ce spune că cicloida nu are

puncte de inflexiune dar din domeniul de definiţie trebuie scoase punctele: tk = 2kπ cu k ∈ Z. Cum:

k′(t) =
cos t

2

8r sin2 t
2

rezultă că vârfurile cicloidei sunt: tk = (2k + 1)π cu k ∈ Z.

Imaginea cicloidei.
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S2.9 Se cere curbura astroidei.

Rezolvare Avem: r̄′′(t) = 3R(2 cos t sin2− cos3 t, 2 sin t cos2 t − sin3 t) şi deci: k(t) = −1
3R sin t cos t

ceea ce spune că astroida nu are puncte de inflexiune dar din domeniul de definiţie trebuie scoase
punctele: tk =

kπ
2 cu k ∈ Z. Scriind: k(t) = −2

3R sin 2t avem: k′(t) = 4 cos 2t
3R sin2 2t

ceea ce spune că vârfurile

astrodei sunt: tk =
(2k+1)π

2 cu k ∈ Z.

Imaginea astroidei.

S2.10 Se cere curbura spiralei logaritmice.

Rezolvare Avem: r̄′′(t) = Rekt(k2 cos t− 2k sin t+ cos t, k2 sin t+ 2k cos t− sin t) şi deci: k(t) =
e−kt

R
√
k2+1

. Spirala logaritmică nu are puncte de inflexiune şi nici vârfuri.

S2.11 (Curbura ı̂n coordonate polare) Pentru C : ρ = ρ(φ) avem:

k(φ) =
2(ρ′)2 + ρ2 − ρρ′′

(ρ2 + (ρ′)2)
3
2

. (2.25)

Rezolvare Derivând (1.20) obţinem:

r̄′′(φ) = (ρ′′ cosφ− 2ρ′ sinφ− ρ cosφ, ρ′′ sinφ+ 2ρ′ cosφ− ρ sinφ) (2.26)

şi un calcul imediat dă formula (2.25).

S2.12 Se cere curbura lemniscatei C : ρ(φ) = R
√
cos 2φ.

Rezolvare Cu formula (2.25) obţinem: k(φ) = 3
R

√
cos 2φ.

S2.13 (Curbura graficelor) Se dă curba grafic C : r̄(t) = (t, f(t)), t ∈ I ⊆ R. Se cere curbura lui
C.

Rezolvare Avem: r̄′′(t) = (0, f ′′(t)) ceea ce dă:

k(t) =
f ′′(t)

(1 + (f ′)2)
3
2

(2.27)

şi deci C are ca puncte de inflexiune zerourile lui f ′′.

S2.14 (Curbura curbelor implicite) Se dă curba definită implicit C : F (x, y) = 0. Se cere curbura
lui C.

RezolvareVom parametriza curba C ca ı̂n exerciţiul precedent C : r̄(t) = (t, f(t); deci F (t, f(t)) =
0 şi derivând această relaţie obţinem: Fx + Fy · f ′ = 0 ceea ce conduce la: f ′ = −Fx

Fy
. Mai derivând

odată avem:

f ′′ = −
F 2
xFyy − 2FxFyFxy + F 2

yFxx

F 3
y

şi ı̂nlocuind ı̂n formula (2.27) obţinem:

k(x, y) = −
F 2
xFyy − 2FxFyFxy + F 2

yFxx

(F 2
x + F 2

y )
3
2

(2.28)
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sau ı̂ncă:

k(x, y) =
−∆

∥∇F∥3
(2.29)

unde:

∆ =
Fxx Fxy Fx
Fxy Fyy Fy
Fx Fy 0

.

S2.15 Să se reobţină curbura lui C(O,R).

Rezolvare Din F (x, y) = x2 + y2 −R2 rezultă: ∇F = 2(x, y) şi deci ∥∇F∥ = 2R:

∆ =
2 0 2x
0 2 2y
2x 2y 0

= −8(x2 + y2) = −8R2.

S2.16 Se cere curbura:
i) elipsei E : F (x, y) = x2

a2
+ y2

b2
− 1 = 0,

ii) hiperbolei H : F (x, y) = x2

a2
− y2

b2
− 1 = 0.

S2.17 Fie curba plană C : r̄ = r̄(t), t ∈ I = (−ε, ε). Definim curba reverse Cr : R̄ = r̄(−t), t ∈ I.
Să se arate că ı̂ntre curburile acestor curbe avem relaţia: kr(t) = −k(−t), pentru orice t ∈ I.

Rezolvare Avem: R̄′(t) = −r̄′(−t) şi R̄′′(t) = r̄′′(t). Folosim formula (2.13) :

kr(t) =
(xr)′(t)(yr)′′(t)− (yr)′(t)(xr)′′(t)

∥R̄′(t)∥3
=

−x′(−t)y′′(−t) + y′(−t)x′′(−t)
∥ − r̄′(t)∥3

=

= −x
′(−t)y′′(−t)− y′(−t)x′′(−t)

∥r̄′(t)∥3
= −k(−t).

Rezultă imediat şi modificarea bazei Frenet: T r(t) = −T (−t) şi N r(−t) = −N(−t). Obţinem astfel
şi o imagine geometrică pentru semnul curburii: dacă C se roteşte ı̂n sens trigonometric avem k > 0
iar dacă C se roteşte ı̂n sens orar avem k < 0 !

S2.18 Se cere curbura pentru curba cardioidă C : r̄(t) = (2 cos t−cos 2t, 2 sin t−sin 2t), t ∈ (0, 2π).
Informaţii generale: http://en.wikipedia.org/wiki/Cardioid

Rezolvare Avem: r̄′(t) = 2(sin 2t− sin t, cos t− cos 2t), r̄′′(t) = 2(2 cos 2t− cos t, 2 sin 2t− sin t) şi
ı̂n final obţinem: k(t) = 3

32 sin t
2

ceea ce ı̂nsemnă că limt→0,2π = +∞.

Imaginea cardioidei.



Cursul 3

Teorema fundamentală a curbelor

Fixăm curba C ı̂n Rn şi fie o parametrizare oarecare a sa C : r̄ = r̄(t), t ∈ I. Pentru a studia
geometria lui C fie φ : J → I un difeomeorfism şi ca ı̂n Cursul 1 notăm t = φ(u). Considerăm noua
parametrizare C : R̄ = R̄(u), u ∈ J cu R̄ = r̄ ◦ φ. Reamintim relaţia (1.5):

R̄′(u) = φ′(u) · r̄′(t) (3.1)

şi tot ca ı̂n primul Curs, presupunem, pentru simplificare, că difeomorfismul φ este strict crescător.
Trecând la norme ı̂n relaţia precedentă avem:

∥R̄′(u)∥ = φ′(u)∥r̄′(t)∥. (3.2)

Prin calcul obţinem imediat:

Propoziţia 3.1 Dacă (X1, ..., Xn) este o bază Frenet pentru parametrizarea r̄ atunci (X̄1, ..., X̄n)
cu X̄i = Xi ◦ φ este o bază Frenet pentru parametrizarea R̄.

Prin urmare putem considera curburile K̄i pentru parametrizarea R̄. Un rezultat central al teoriei
curbelor este:

Teorema 3.2 Curburile sunt invarianţi geometrici ai lui C adică K̄i = Ki pentru 1 ≤ i ≤ n− 1.

Demonstraţie Avem:

K̄i(u) =
āi+1
i (u)

∥R̄′(u)∥
=
< X̄ ′

i(u), X̄i+1(u) >

φ′(u)∥r̄′(t)∥
=
< φ′(u)X ′

i(t), Xi+1(t) >

φ′(u)∥r̄′(t)∥
= Ki(t)

ceea ce dă concluzia. 2

Definiţia 3.3 Distanţa euclidiană pe Rn este: d(M1(r̄1),M2(r̄2)) = ∥r̄2 − r̄1∥; perechea En =
(Rn, d) o numim spaţiul euclidian n-dimensional iar geometria sa o numim geometria euclidiană n-
dimensională. Funcţia f : En → En o numim izometrie dacă este surjectivă şi invariază distanţele:
d(f(M1), f(M2)) = d(M1,M2) pentru orice puncte Mi ∈ En. Fie Izom(n) mulţimea izometriilor
euclidiene.

Un rezultat fundamental al geometriei euclidiene este faptul că dată f ∈ Izom(n) există un unic
vector f0 ∈ Rn şi o unică matrice Rf ∈ O(n) aşa ı̂ncât pentru orice x ∈ Rn avem:

f(x) = Rf · x+ f0 (3.3)

unde primul termen din membrul drept este ı̂nmulţirea dintre matricea pătratică Rf de ordin n şi
vectorul coloană x! Deci Izom(n) = O(n)⊕ Rn unde O(n) este grupul matricilor ortogonale:

Rt ·R = R ·Rt = In (3.4)

unde In este matricea unitate de ordin n. Linia i ∈ {1, ..., n} din relaţia (3.3) este:

f i(x) = Rijx
j + f i0 (3.5)

17
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dacă Rf = (Rij)i,j=1,n şi f0 = (f i0)i=1,n.

Propoziţia 3.4 Fie curba parametrică r̄ = r̄(t), t ∈ I şi f ∈ Izom(n). Atunci R̄ = f ◦ r̄(t), t ∈ I
este o curbă parametrică cu proprietăţile:
i) R̄′ = Rf · r̄′ şi deci R̄(k) = Rf · r̄(k) pentru orice k ≥ 1,
ii) ∥R̄(k)∥ = ∥r̄(k)∥,
iii) dacă r̄ este ı̂n poziţie generală atunci R̄ este ı̂n poziţie generală.

Demonstraţie i) Avem linia i:

(R̄′(t))i =
df i

dxj
(r̄(t)) · dx

j

dt
(t) = Rij · (r̄′(t))j = (Rf · r̄′(t))i

ceea ce voiam. Pentru k ≥ 2 derivăm prima relaţie din i).
ii) Cum Rf invariază norma avem concluzia.
iii) Un calcul imediat ce foloseşte i) şi ii). 2

Propoziţia 3.5 Fie r̄ = r̄(t), t ∈ I o curbă ı̂n poziţie generală, (X1, ..., Xn) baza Frenet asociată
şi f ∈ Izom(n). Atunci:
i) (X̄1, ..., X̄n) cu X̄i = Rf ·Xi este baza Frenet a curbei R̄ = f ◦ r̄,
ii) K̄i = Ki pentru toţi i ∈ {1, ..., n− 1}.

Demonstraţie i) Un calcul imediat folosind propoziţia precedentă. Spre exemplu, pentru F1):

< X̄i(t), X̄j(t) >=< RfXi(t), RfXj(t) >=< Xi(t), Xj(t) >= δij .

ii) Avem:

āji (t) =< X̄ ′
i(t), X̄j(t) >=< RfX

′
i(t), RfXj(t) >=< X ′

i(t), Xj(t) >= aji (t)

şi deci:

K̄i(t) =
āi+1
i (t)

∥R̄′(t)∥
=
ai+1
i (t)

∥r̄′(t)∥
= Ki(t)

ceea ce dă concluzia. 2

Reciproca acestui rezultat este dată de:

Propoziţia 3.6 Fie r̄, R̄ : I → En două curbe ı̂n poziţie generală satisfăcând pentru orice t ∈ I
identităţile: {

∥r̄′(t)∥ = ∥R̄′(t)∥
Ki(t) = K̄i(t), 1 ≤ i ≤ n− 1.

Atunci există şi este unică o izometrie f ∈ Izom(n) aşa ı̂ncât: R̄ = f ◦ r̄.

Demonstraţie Vom arăta doar partea de existenţă, partea de unicitate rezultând din unicitatea
soluţiei problemei Cauchy pentru un sistem diferenţial ordinar.

Fixăm t0 ∈ I şi fie bazele Frenet ale celor două curbe: (X1, ..., Xn) respectiv (X̄1, ..., X̄n). Există
o unică matrice R ∈ O(n) aşa ı̂ncât pentru toţi i ∈ {1, ..., n} să avem:

R ·Xi(t0) = X̄i(t0).

Există apoi o unică f ∈ Izom(n) aşa ı̂ncât: Rf = R şi f(r̄(t0)) = R̄(t0). f este izometria cerută. 2

Să observăm că izometria dată de Propoziţia precedentă este proprie (detRf = +1) deoarece
bazele (X1(t0), ..., Xn(t0)), (X̄1(t0), ..., X̄n(t0)) sunt ambele pozitiv orientate! Rezultatul central al
teoriei curbelor este dat de:

Teorema 3.7 (Teorema fundamentală a curbelor) Fie intervalul I ⊆ R şi funcţiile netede
Fi : I → R cu Fj > 0 pentru 1 ≤ j ≤ n − 2. Atunci există o curbă parametrică C : r̄ = r̄(s), s ∈ I,
unică până la o izometrie proprie relativ la proprietăţile:
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1) ∥r̄′(s)∥ = 1 i.e. s este parametrul canonic al lui C,
2) Ki = Fi pentru 1 ≤ i ≤ n− 1.

Teorema fundamentală spune că, fiind fixat parametrul canonic, avem că funcţiile curburi sunt
toţi invarianţii euclidieni ai unei curbe date. Spre exemplu, am calculat ı̂n S2.2 că dreapta ı̂n plan
are curbura zero; ı̂n acord atunci şi cu S2.3 concluzionăm:

Propoziţia 3.8 Curbele ı̂n plan şi spaţiu cu k ≡ 0 sunt doar dreptele. Altfel spus, o curbă ı̂n plan
cu toate punctele inflexionare este obligatoriu o dreaptă.

Analog, ı̂n S2.1 am arătat că curbura cercului este constantă. Deci:

Propoziţia 3.9 Curbele ı̂n plan de curbură constantă strict pozitivă k sunt cercurile de rază
R = 1

k . Altfel spus, o curbă ı̂n plan cu toate punctele vârfuri este obligatoriu un cerc.

Pagini Web utile:
1) http://en.wikipedia.org/wiki/Fundamental theorem of curves
2) http://mathworld.wolfram.com/FundamentalTheoremofSpaceCurves.html
3) http://planetmath.org/FundamentalTheoremOfSpaceCurves.html

SEMINARUL 3

S3.1 (Elicea circulară) Se cer versorii Frenet, curbura şi torsiunea pentru C : r̄(t) = (a cos t, a sin t, bt),
t ∈ R cu a > 0, b > 0 constante date.

Rezolvare Avem: 

r̄′(t) = (−a sin t, a cos t, b)
r̄′′(t) = (−a cos t,−a sin t, 0)
r̄′′′(t) = (a sin t,−a cos t, 0)
∥r̄′(t)∥ =

√
a2 + b2

r̄′(t)× r̄′′(t) = a(b sin t,−b cos t, a)
∥r̄′(t)× r̄′′(t)∥ = a

√
a2 + b2

(r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)) = a2b

ccea ce conduce la:{
T (t) = 1√

a2+b2
(−a sin t, a cos t, b), B(t) = 1√

a2+b2
(b sin t,−b cos t, a), N(t) = (− cos t,− sin t, 0)

k(t) = a
a2+b2

, τ(t) = b
a2+b2

.

Remarcăm că k şi τ sunt ambele constante (şi strict pozitive).

S3.2 Analog pentru curba C : r̄(t) = (1, t, t
2

2 ), t ∈ R. Ce conică este C şi ı̂n ce plan este situată?

Rezolvare Avem: 

r̄′(t) = (0, 1, t)
r̄′′(t) = (0, 0, 1)
r̄′′′(t) = (0, 0, 0)

∥r̄′(t)∥ =
√
1 + t2

r̄′(t)× r̄′′(t) = (1, 0, 0)
∥r̄′(t)× r̄′′(t)∥ = 1
(r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)) = 0

ccea ce conduce la:

T (t) =
1√

1 + t2
(0, 1, t), B(t) = (1, 0, 0), N(t) =

1√
1 + t2

(0,−t, 1), k(t) =
1

(1 + t2)
3
2

, τ(t) = 0.

C este o parabolă ı̂n planul x = 1.

S3.3 Analog pentru curba C : r̄(t) = 1
2(t,

1
t ,
√
2 ln t), t ∈ R∗

+.
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Rezolvare Avem: r̄′(t) = 1
2(1,−

1
t2
,
√
2
t ), r̄′′(t) = 1

2(0,
2
t3
,−

√
2
t2
), r̄′′′(t) = 1

2(0,−
6
t4
, 2

√
2

t3
), ∥r̄′(t)∥ =

t2+1
2t2

, r̄′(t) × r̄′′(t) = 1
4t4

(−
√
2,
√
2t2, 2t), ∥r̄′(t) × r̄′′(t)∥ =

√
2(t2+1)
4t4

, (r̄′, r̄′′, r̄′′′) = −
√
2

4t6
. Obţinem:

k(t) = −τ(t) = 2
√
2t2

(t2+1)2
. Reperul Frenet:

T (t) =
1

t2 + 1

(
t2,−1,

√
2t
)
, B(t) =

1

t2 + 1

(
−1, t2,

√
2t
)
, N(t) =

1

t2 + 1

(√
2t,

√
2t, 1− t2

)
.

S3.4 Analog pentru curba C : r̄(t) = (2t, ln t, t2), t ∈ (0,+∞).

Rezolvare Avem: r̄′(t) = (2, 1t , 2t), r̄
′′(t) = (0,− 1

t2
, 2), r̄′′′(t) = (0, 2

t3
, 0), ∥r̄′(t)∥ = 2t2+1

t , r̄′(t)×
r̄′′(t) = 2

t2
(2t,−2t2,−1), ∥r̄′(t) × r̄′′(t)∥ = 2

t2

(
2t2 + 1

)
, (r̄′, r̄′′, r̄′′′) = − 8

t3
. Obţinem: k(t) = −τ(t) =

2t
(2t2+1)2

. Reperul Frenet:

T (t) =
1

2t2 + 1
(2t, 1, 2t) , B(t) =

1

2t2 + 1

(
2t,−2t2, 1

)
, N(t) =

1

2t2 + 1

(
1− 2t2,−2t, 2t

)
.

S3.5 Analog pentru curba C : r̄(t) = (t, t2, 23 t
3), t ∈ R.

Rezolvare Avem: r̄′(t) = (1, 2t, 2t2), r̄′′(t) = (0, 2, 4t), r̄′′′(t) = (0, 0, 4), ∥r̄′(t)∥ = 2t2 + 1,
r̄′(t) × r̄′′(t) = 2(2t2,−2t, 1), ∥r̄′(t) × r̄′′(t)∥ = 2(2t2 + 1), (r̄′, r̄′′, r̄′′′) = 8. Obţinem: k(t) = τ(t) =

2
(2t2+1)2

. Reperul Frenet:

T (t) =
1

2t2 + 1

(
1, 2t, 2t2

)
, B(t) =

1

2t2 + 1

(
2t2,−2t, 1

)
, N(t) =

1

2t2 + 1

(
−2t, 1− 2t2, 2t

)
.

S3.6 Analog pentru curba C : r̄(t) = (t− sin t, 1− cos t, 4 cos t2), t ∈ (0, 2π).

Rezolvare Avem: 

r̄′(t) = (1− cos t, sin t,−2 sin t
2)

r̄′′(t) = (sin t, cos t,− cos t2)
r̄′′′(t) = (cos t,− sin t, 12 sin

t
2)

∥r̄′(t)∥ = 2
√
2 sin t

2
r̄′(t)× r̄′′(t) = −2 sin2 t

2(sin
t
2 , cos

t
2 , 1)

∥r̄′(t)× r̄′′(t)∥ = 2
√
2 sin2 t

2
(r̄′(t), r̄′′(t), r̄′′′(t)) = sin3 t

2

ccea ce conduce la:{
T (t) = 1√

2
(sin t

2 , cos
t
2 ,−1), B(t) = − 1√

2
(sin t

2 , cos
t
2 , 1), N(t) = (cos t2 ,− sin t

2 , 0)

k(t) = τ(t) = 1
8 sin t

2

.

S3.7 Analog pentru curba C : r̄(t) = (a(sin t+ cos t), a(sin t− cos t), be−t), t ∈ R. Temă!

S3.8 Analog pentru curba C : r̄(t) = (aet cos t, aet sin t, bet), t ∈ R. Temă !



Cursul 4

Ecuaţiile Frenet

Fixăm ı̂n Rn, n ≥ 2, curba parametrizată C : r̄ = r̄(t), t ∈ I ⊆ R, ı̂n poziţie generală. Avem atunci
reperul Frenet RF (r̄(t)) = {r̄(t);X1(t) = T (t), ..., Xn(t)} ı̂n punctul generic P (r̄(t)) ∈ C. În Cursul 2
am dedus ecuaţiile de mişcare ale acestui reper; conform ecuaţiei (2.5) avem:

d

dt



X1(t)
...
...
...
...

Xn(t)


= ∥r̄′(t)∥



0 k1(t) 0 0 0 . . . 0 0
−k1(t) 0 k2(t) 0 0 . . . 0 0

0 −k2(t) 0 k3(t) 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . . . . . . . 0 kn−1(t)
0 . . . . . . . . . . . . . . . −kn1(t) 0





X1(t)
...
...
...
...

Xn(t)


.

(4.1)

Definiţia 4.1 Relaţiile (4.1) se numesc ecuaţiile Frenet ale lui C.

În cele ce urmează, pentru simplificarea scrierii, vom presupuse că C este parametrizată canonic
şi vom rescrie aceste ecuaţii ı̂n dimensiuni mici:
I) n = 2

d

ds

(
T (s)
N(s)

)
=

(
0 k(s)

−k(s) 0

)(
T (s)
N(s)

)
. (4.2)

II) n = 3

d

ds

 T (s)
N(s)
B(s)

 =

 0 k(s) 0
−k(s) 0 τ(s)

0 −τ(s) 0

 T (s)
N(s)
B(s)

 . (4.3)

O aplicaţie importantă a ecuaţiilor Frenet este determinarea de clase speciale de curbe, subiect ce
va fi tratat ı̂n continuare.

Propoziţia 4.2 Pentru curba C următoarele afirmaţii sunt echivalente:
i) ultima curbură este nulă,
ii) C este inclusă ı̂ntr-un hiperplan.

Demonstraţie Vom arăta doar implicaţia i) ⇒ ii) lăsând ca temă implicaţia cealaltă. Din ultima

ecuaţie Frenet: dXn(s)
ds = −kn−1(s)Xn−1(s), rezultă ı̂n baza ipotezei că Xn este un versor constant şi-l

notăm (A1, ..., An). Integrând relaţia < X1(s), Xn >= 0 avem:

A1x
1(s) + ...+Anx

n(s) = An+1

care este ecuaţia unui hiperplan. 2

Reformulăm pentru n = 3:

21
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Propoziţia 4.3 Curba C ⊂ R3 este situată ı̂ntr-un plan dacă şi numai dacă torsiunea este nulă
pe I.

Tot pentru cazul n = 3 fie versorul fixat W = (w1, w2, w3) ∈ S2; notăm sfera unitate n-
dimensională Sn = {ū ∈ Rn+1; ∥ū∥ = 1}.

Definiţia 4.4 i) Numim unghiul de structură dintre C şi W funcţia θ : I → [0, π] dat de:

cos θ(s) =< T (s),W > . (4.4)

ii) Curba C o numim θ-elice relativ la W dacă θ este un unghi constant.
iii) Fie C o θ-elice cu θ /∈ {0, π}. Numărul real:

Lancret(C) = ctgθ =
cos θ

sin θ
(4.5)

ı̂l numim invariantul Lancret al lui C.

Următorul rezultat constituie o caracterizare a elicelor precum şi o exprimare a invariantului
Lancret ı̂n funcţie de curbură şi torsiune:

Propoziţia 4.5 i) Curba C diferită de dreaptă este o elice relativ la W dacă şi numai dacă
N(s)⊥W pentru orice s ∈ I.

ii) (Lancret) Pentru o θ-elice raportul τ(s)k(s) este o constantă, mai precis:

τ(s)

k(s)
= ±Lancret(C). (4.6)

iii) Dacă pentru C diferită de dreaptă raportul τk este constant atunci C este o θ-elice cu θ = arcctg( τk ).

Demonstraţie i) Derivăm relaţia (4.4) ı̂n raport cu s:

−θ′ sin θ =< k(s)N(s),W > + < T (s), 0̄ >= k(s) < N(s),W > .

Cum C nu este dreaptă avem k(s) > 0 şi deci membrul stâng se anulează dacă şi numai dacă
< N(s),W >= 0 pentru orice s. Să obsevăm că anularea membrului drept este echivalent cu anularea
lui θ′. În adevăr, dacă ar exista s0 astfel ı̂ncât θ′(s0) ar fi nenul atunci din continuitate există o
vecinătate U a lui s0 cu θ′ ̸= 0 pe U . Dar atunci sin θ = 0 pe U şi deci θ ar fi constantă pe U ceea ce
este o contradicţie cu θ′|U ̸= 0.
ii) Conform punctului precedent avem descompunerea următoare a lui W ı̂n reperul Frenet:

W = cos θT (s) + (± sin θ)B(s). (4.7)

Prin derivare rezultă:

0̄ = cos θk(s)N(s) + (± sin θ)(−τ(s))N(s) = (cos θk(s)∓ sin θτ(s))N(s)

ceea ce duce la:
cos θk(s) = ± sin θτ(s).

Rezultă imediat concluzia.
iii) Fie deci θ = arcctg( τk ) şi versorul W = cos θ + sin θB. Avem: k cos θ − τ sin θ = 0 şi deci:

k cos θN(s)− τ sin θN(s) = 0̄

adică:
cos θT ′(s) + sin θB′(s) = 0̄.

Prin integrare, avem < T (s),W >= cos θ=constant, ceea ce voiam. 2

Afirmaţia Lancret din rezultatul precedent conduce la o nouă noţiune:
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Definiţia 4.6 Numim elice generalizată o curbă cu toate curburile constante.

Exemple de elice generalizată:
i) ı̂n plan avem cercul conform exerciţiului S2.1,
ii) ı̂n spaţiu este elicea circulară din exerciţiul S3.1.

Pagini Web utile:
1) http://en.wikipedia.org/wiki/Frenet%E2%80%93Serret formulas
2) http://en.wikipedia.org/wiki/Helix
3) http://en.wikipedia.org/wiki/Differential geometry of curves.

SEMINARUL 4

S4.1 Să se arate că următoarele curbe sunt situate ı̂ntr-un plan π şi se cere π:
i) r̄(t) = (sin t, 2 cos(π4 − t), 1 + cos t), t ∈ R
ii) r̄(t) = (t2 − 1, t2,− ln t), t ∈ (0,+∞),
iii) r̄(t) = (t2(2t+ 1), t(t− 2), t(t2 + 1)− 1), t ∈ R. Remarcăm că această curbă este algebrică adică
este definită prin polinoame !

Rezolvare Arătăm că B(t) este vector constant obţinând astfel şi ecuaţia lui π; de altfel, dacă
nu se cerea acest plan era suficient să arătăm anularea torsiunii.

i) r̄′(t) = (cos t, 2 sin(π4 − t),− sin t), r̄′′(t) = −(sin t, 2 cos(π4 − t), cos t). Deci:

r̄′ × r̄′′ = (−
√
2, 1,−

√
2)

ceea ce dă: π :
√
2x− y +

√
2z −

√
2 = 0.

ii) r̄′(t) = (2t, 2t,−1
t ), r̄

′′(t) = (2, 2, 1
t2
). Deci:

r̄′(t)× r̄′′(t) =
4

t
(1,−1, 0)

de unde concluzia cu: π : x− y + 1 = 0.
iii) r̄′(t) = (6t2 + 2t, 2t− 2, 3t2 + 1), r̄′′(t) = (12t+ 2, 2, 6t). Deci:

r̄′(t)× r̄′′(t) = 2(3t2 − 6t− 1)(1,−1,−2)

de unde concluzia cu: π : x− y − 2z − 2 = 0.

Definiţia 4.7 Planul prin punctul curent P (r̄(t)) ∈ C ce este perpendicular pe B(t) se numeşte
planul osculator ı̂n P şi-l notăm πosc(t).

S4.2 Pentru C : r̄(t) = et(sin t, cos t, 1) să se arate că tangent, normala şi binormala fac fiecare un
unghi constant cu axa verticală Oz.

Rezolvare Fie θ, α, β unghiul format de tangenta, normala şi respectiv binormala cu versorul
director k̄ al dreptei Oz. Avem:

r̄′(t) = et(sin t+ cos t, cos t− sin t, 1), r̄′′(t) = et(2 cos t, 2 sin t, 1), ∥r̄′(t)∥ =
√
3et

r̄′(t)× r̄′′(t) = e2t(cos t+ sin t, cos t− sin t,−2), ∥r̄′(t)× r̄′′(t)∥ =
√
6e2t

(r̄′ × r̄′′)× r̄′′′ = e3t(3(cos t− sin t),−3(cos t+ sin t), 0), ∥(r̄ × r̄′′)× r̄′′′∥ = 3
√
2e3t.

Rezultă: 
cos θ = <r̄′,k̄>

∥r̄′∥ = 1√
3

cosα = <(r̄′×r̄′′)×r̄′′′,k̄>
∥(r̄′×r̄′′)×r̄′′′∥ = 0

cosβ = <r̄′×r̄′′,k̄>
∥r̄′×r̄′′)∥ = − 2√

6
.

Prin urmare, C este o arccos( 1√
3
)-elice relativ la direcţia verticală k̄.
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S4.3 Se cer unghiurile dintre axele de coordonate şi tangenta la curba
C : r̄(t) = (t− sin t, 1− cos t, 4 sin t

2), t ∈ R.

Rezolvare Fie α(t), β(t), γ(t) unghiul făcut de tangenta r̄′(t) cu versorii ī, j̄, k̄. Avem: r̄′(t) = (1−
cos t, sin t, 2 cos t2) şi ∥r̄

′(t)∥ = 2 de unde rezultă: cosα(t) = sin2 t
2 , cosβ(t) =

1
2 sin t, cos γ(t) = cos t2 .

S4.4 Să se arate că dreptele tangente la curba C : r̄(t) = (a cos t,−a sin t, bet), t ∈ R intersectează
planul orizontal xOy după un cerc.

Rezolvare Cum r̄′(t) = (−a sin t,−a cos t, bet) rezultă că ecuaţia dreptei tangente este:

x− a cos t

−a sin t
=
y + a sin t

−a cos t
=
z − bet

bet
.

Cu z = 0 obţinem intersecţia cerută de ecuaţii:{
x(t) = a(cos t+ sin t)
y(t) = a(cos t− sin t)

care ecuaţia cercului x2 + y2 = 2a2.

S4.5 Să se arate că locul geometric al punctelor de intersecţie dintre planul xOy şi dreptele
tangente la curba algebrică C : r̄(t) = (t, t2, t3) este o conică.

Rezolvare Dreapta tangentă la C ı̂ntr-un punct generic are ecuaţia:

x− t

1
=
y − t2

2t
=
z − t3

3t2

şi prin intersecţie cu planul xOy obţinem: x(t) = 2t
3 , y(t) =

t2

3 . Eliminând parametrul t din aceste
ecuaţii obţinem parabola P : y = 3

4x
2.

S4.6 Se cer punctele curbei C : r̄(t) = ( t
4

2 ,−
t3

3 , t
2) ı̂n care tangenta este paralelă cu planul

π : 3x− 2y − 2z − 1 = 0.

Rezolvare Normala la planul π este N̄ = (3,−2,−2) şi deci trebuie ca tangenta la curbă, i.e.
r̄′(t) = (2t3,−t2, 2t) să fie perpendiculară pe acest vector. Din < N̄, r̄′(t) >= 0 = 2t(3t2+ t−2) avem
soluţiile: t1 = 0, t2 = −1, t3 = 2

3 . Să observăm că punctul r̄(t1) este singular deoarece r̄′(t1) = 0̄;
deci reţinem doar P2(

1
2 ,

1
3 , 1) şi P3(

8
81 ,−

8
81 ,

4
9).

S4.7 Se cere planul osculator ı̂n punctul M(1, 1, 1) la curba dată implicit
C : y2 = x, x2 = z.

Rezolvare Cu y = t se obţine parametrizarea C : r̄(t) = (t2, t, t4). În final se obţine πosc(M) :
6x− 8y − z + 3 = 0.
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Noţiunea de suprafaţă. Geometria unei
suprafeţe

Fie U o mulţime deschisă ı̂n planul R2 ale cărei elemente le notăm ū = (u1, u2) = (u
)
i=1,2. Fixăm

aplicaţia netedă φ : U → R3 de forma:

φ(ū) = (φ1(ū), φ2(ū), φ3(ū)) = (φα(ū))α=1,2,3. (5.1)

Prin urmare, ı̂n continuare vom folosi indicii i, j, k, ... ∈ {1, 2} respectiv α, β, γ, ... ∈ {1, 2, 3}.

Definiţia 5.1 Numim matricea Jacobiană a lui φ ı̂n ū ∈ U matricea:

Jφ(ū) =

(
∂φα

∂ui

)
α=1,2,3;i=1,2

∈M3,2(R). (5.2)

Spunem că φ este imersie ı̂n ū dacă Jφ(ū) are rangul maxim posibil i.e. 2. Dacă φ este imersie ı̂n
orice punct spunem că φ este imersie pe U .

Coloanele matricii Jacobiene:

Jφ(ū) =


∂φ1

∂u1
∂φ1

∂u2
∂φ2

∂u1
∂φ2

∂u2
∂φ3

∂u1
∂φ3

∂u3

 (5.3)

sunt exact vectorii derivaţi φ1(ū) respectiv φ2(ū) şi atunci condiţia de imersie ı̂n ū fixat revine la
faptul geometrică că avem vectorul nenul φ1(ū)× φ2(ū) ̸= 0̄ adică aceşti vectori sunt necoliniari !

Obiectul teoriei suprafeţelor este dat de:

Definiţia 5.2 Fie mulţimea conexă S ⊂ R3.
1) S o numim suprafaţă regulată (sau scufundată) dacă pentru orice P ∈ S există tripletul (U,φ,W )
cu U ⊆ R2 deschis, φ : U → R3 imersie pe U şi W deschis ı̂n R3 astfel ı̂ncât: i) i) φ(U) = S ∩W , ii)
P ∈ φ(U),
iii) φ este homeomorfism de la U la φ(U) considerat cu topologia indusă din R3 i.e.
φ : U → φ(U) este bijecţie cu φ şi φ−1 continue.
Perechea (U,φ) o numim parametrizare locală a lui S ı̂n jurul lui P şi o notăm:

r̄ = φ(ū), ū ∈ U (5.4)

iar perechea h = (φ(U) ⊂ S, φ−1) o numim hartă locală pe S ı̂n jurul lui P .
2) Datorită existenţei funcţiei φ−1 : φ(U) ⊂ S → U putem introduce funcţiile (u1(.), u2(.)) = φ−1

numite funcţii coordonate pe S ı̂n jurul lui P ∈ S. Pentru j ∈ {1, 2} curba Cj : t → φ(ū0 + tēj) ∈ S
se numeşte curba j-coordonată pe S prin P = φ(ū0).
3) Numim atlas pe suprafaţa regulată S o familie A = {(Ua, aφ); a ∈ A} de parametrizări locale
pentru care S = ∪a∈Aaφ(Ua). Dacă atlasul are o unică parametrizare spunem că avem o parametrizare

25
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globală.
4) Numim geometria lui S studiul proprietăţilor lui S relativ la un atlas fixat !

Observaţii 5.3 i) Definiţia spune că o suprafaţă regulată ”arată” local ca un deschis din plan şi
această identificare locală nu este doar la nivel de mulţimi amorfe ci şi topologic !
Mai mult, putem face un calcul local pe S ce imită pe cel din R2 datorită lui φ.
ii) Renotând eventual pentru simplitate ū = (u, v) va rezulta că P este imaginea prin φ a lui ū0 =
(u0, v0). Atunci curbele de coordonate pe S prin P sunt date de:
ii1) C1 : v = v0=constant şi o putem renota Cv0 ,
ii2) C2 : u = u0=constant şi o putem renota Cu0 .

Avem imediat următoarele metode de obţinere de noi parametrizări locale din una dată:

Propoziţia 5.4 Fie parametrizarea locală (U,φ) pe S ı̂n jurul lui P .
1) Dacă V ⊆ R2 este un deschis ı̂n plan şi ρ : V → U este difeomorfism atunci (V, φ̄) cu φ̄ = φ ◦ ρ
este parametrizare locală pe S ı̂n jurul lui P .
2) Dacă V ⊂ U este un deschis cu ū0 ∈ V atunci (V, φ|V ) este parametrizare locală pe S ı̂n jurul lui
P . (Deci putem obţine parametrizări locale cu domeniul arbitrar de ”mic”.)

Prezentăm ı̂n continuare câteva exemple fundamentale de suprafeţe regulate pentru care, ı̂n gen-
eral, vom verifica condiţia de imersie, celelalte aspecte din definiţii fiind lăsate ca Temă.

Exemple 5.5
1) (Plane) Fie punctul P0(r̄0) ∈ R3 şi vectorii necoliniari ā, b̄. Atunci există un unic plan π ce conţine
pe P0 şi este generat de vectorii ā and b̄:

π : r̄(u, v) := r̄0 + uā+ vb̄, (u, v) ∈ R2. (5.5)

π admite parametrizarea globală (R2, φ) unde φ(u1, u2) = r̄0 + u1ā + u2b̄. Deoarece φ1 = ā, φ2 = b̄
sunt vectori necoliniari rezultă că planele sunt suprafeţe regulate.
2) (Mulţimi deschise ı̂n plan) Fie U un deschis ı̂n R2. U admite parametrizarea globală (U,φ) unde
φ(u1, u2) = (u1, u2, 0). Avem că φ1 = ī, φ2 = j̄ sunt vectori necoliniari şi deci U este suprafaţă
regulată.
În fapt, rezultă din Propoziţia 5.4ii) că orice submulţime deschisă a unei suprafeţe regulate este
suprafaţă regulată.
3) (Grafice de funcţii) Fie f : U → R netedă. Graficul lui f este Gr(f) = {(x, f(x);x ∈ U} ⊂ R3.
Gr(f) admite parametrizarea globală (U,φ) unde φ(u1, u2) = (u1, u2, f(u1, u2)) şi avem φ1 = (1, 0, f1)
respectiv φ2 = (0, 1, f2). Avem φ1 × φ2 = (−f1,−f2, 1) ̸= 0̄ deci Gr(f) este o suprafaţă regulată
numită suprafaţă Monge. Ecuaţia:

S : z = f(x, y) (5.6)

se numeşte ecuaţia explicită a suprafeţei S.

Multi̧mile compacte din R3 fiind ı̂nchise nu pot fi homeomorfe cu un deschis şi deci pentru exemple
de suprafeţe compacte nu vom avea niciodată atlase cu o singură parametrizare.

Exemplul 5.7 (Sfera unitate) Mulţimea versorilor din spaţiul fizic constituie sfera:

S2 = {P (r̄) ∈ R; ∥r̄∥ = 1}. (5.7)

Fie bila deschisă din plan U = {ū ∈ R2; ∥ū∥ < 1} şi atlasul A = {(U, 1φ), ..., (U, 6φ)} unde:

1φ(ū) = (u1, u2,
√

1− ∥ū∥2),
2φ(ū) = (u1, u2,−

√
1− ∥ū∥2),

3φ(ū) = (u1,
√
1− ∥ū∥2, u2),

4φ(ū) = (u1,−
√

1− ∥ū∥2, u2),
5φ(ū) = (

√
1− ∥ū∥2, u1, u2),

6φ(ū) = (−
√

1− ∥ū∥2, u1, u2).

(5.8)
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Un calcul imediat arată că (U, aφ; a = 1, ..., 6) sunt parametrizări locale pe S2 ce acoperă sfera; deci
S2 este suprafaţă regulată.

SEMINARUL 5

S5.1 Pe suprafaţa S considerăm parametrizarea globală r̄ = (u1 + u2, u1 − u2, u1u2). Se cer:
i) coordonatele carteziene ale punctelor P1(u

1 = 2, u2 = 1), P2(u
1 = 1, u2 = 2),

ii) să se stabilească dacă punctele P3(4, 2, 3), P4(1, 4,−2) aparţin lui S,
iii) ecuaţia implicită şi să se reia punctul anterior. Recunoaşteţi pe S?

Rezolvare i) P1(3, 2, 1), P2(3,−1, 2). ii) P3 ∈ S deoarece sistemul: u + v = 4, u − v = 2, uv = 3
are soluţia u = 3, v = 1. P4 /∈ S deoarece sistemul u + v = 1, u − v = 4, uv = −2 este incompatibil.
iii) Din ecuaţiile: x = u+ v, y = u− v rezultă: u = x+y

2 , v = x−y
2 şi deci z = 1

4(x
2 − y2). Prin urmare,

avem S : x2 − y2 − 4z = 0 iar cerinţa de la punctul ii) se verifică imediat pentru P3 respectiv P4. S
este o porţiune de cuadrică.

S5.2 Pe suprafaţa S se dă parametrizarea globală r̄ = (u2 + v, u2 − v, uv). Să se arate că:
i) curbele u = u0 sunt drepte iar curbele v = v0 sunt curbe plane,
ii) curba u = v este o curbă plană.

Rezolvare i) Avem Cu0 : r̄(v) = (u20 + v, u20 − v, u0v) care este o dreaptă ce trece prin punctul
M0(u

2
0, u

2
0, 0) şi are vectorul director ā = (1,−1, u0) ̸= 0̄.

Avem Cv0 : r̄(u) = (u2 + v0, u
2 − v0, uv0) ce dă d3

du3
r̄ = 0̄ ceea ce confirmă concluzia.

ii) Cu=v : r̄(u) = (u2 + u, u2 − u, u2) şi aplicăm acelaşi argument ca mai sus.

S5.3 Pe suprafaţa S se consideră parametrizarea globală r̄ = (u2 + u + v, v2 + u − v, u − v). Să
se arate că curbele de coordonate sunt curbe plane.

Rezolvare Exact ca la problema anterioară.

S5.4 Se cere ecuaţia implicită a suprafeţei S având parametrizarea globală
r̄(u, v) = (v cosu, v sin v, v cos 2u).

Rezolvare S : (x2 − y2)2 = z2(x2 + y2).

S5.5 Aceeaşi problemă pentru S cu r̄(u, v) = (vtgu, vctgu, v).

Rezolvare S : z2 = xy. S este un con.

Definiţia 5.8 O suprafaţă S pentru care una din curbele coordonate este o dreaptă (sau segment
de dreaptă) se numeşte suprafaţă riglată. Dreapta respectivă o numim generatoarea lui S.

Presupunând că Cu0 este dreaptă rezultă că o suprafaţă riglată are harta globală:

h : φ(u, v) = ā(u) + vb̄(u); b̄(u) ̸= 0̄,∀u (5.9)

iar condiţia de imersie este: (āu + vb̄u)× b̄ ̸= 0̄. Generatoarea dată de u0 are ecuaţia:

G : r̄(v) = ā(u0) + vb̄(u0) (5.10)

şi este o dreaptă prin punctul P (ā(u0)) având vectorul director b̄(u0) ̸= 0̄.

Definiţia 5.9 Fie suprafaţa riglată S.
i) Curba din spaţiu C : r̄ = ā(t) se numeşte curba directoare a lui S.
ii) Dacă toate generatoarele trec prin punctul V ∈ R3 spunem că S este un con generalizat cu vârful
V .
iii) Dacă generatoarele sunt paralele ı̂ntre ele spunem că S este un cilindru generalizat.

Dacă b̄(u) = ub̄0 cu b̄0 ̸= 0̄ şi u ̸= 0 rezultă că avem cilindru generalizat. Condiţia de imersie
revine atunci la āu × b̄0 ̸= 0̄ adică āu trebuie să fie mereu necoliniar cu b̄0.
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S5.6 Suprafaţa S de la exerciţiul S5.2 este o suprafaţă riglată (ce nu este con generalizat şi nici
cilindru generalizat).

Rezolvare S este suprafaţă riglată cu: ā(u) = (u2, u2, 0) şi b̄(u) = (1,−1, u). S nu este cilindru
generalizat deoarece funcţia b̄(u) nu are expresia ub̄0. Generatoarele sunt:

Gu : r̄(v) = (u2 + v, u2 − v, uv).

şi presupunem că două generatoare Gu, Gũ au un punct comun. Din egalarea primelor două compo-
nente ale ecuaţiei lui Gu şi Gũ rezultă u2 = ũ2. Prin urmare, generatoarele Gû cu û ̸= ±u nu vor
avea puncte comune cu generatoarele G±u deci S nu-i un con generalizat.

S5.7 Se dau două suprafeţe cu parametrizările globale r̄1 =
(

u
u2+v2

, v
u2+v2

, 1
u2+v2

)
,

r̄2 = (u cos v, u sin v, u2). Să se arate că avem aceeaşi suprafaţă.

Rezolvare Avem acceaşi suprafaţă S : z = x2 + y2.
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Planul tangent şi normala

Fie punctul P ∈ Rn oarecare. Considerăm mulţimea TPRn = {(P, r̄); r̄ ∈ Rn} pe care definim
operaţiile + şi · astfel: {

(P, r̄1) + (P, r̄2) = (P, r̄1 + r̄2),
λ(P, r̄) = (P, λr̄), λ ∈ R. (6.1)

Se obţine imediat că (TPRn,+, ·) este spaţiu vectorial real. Dimensiunea lui TPRn este n deoarece o
bază este {(P, ē1), ..., (P, ēn)} cu {ēi; i = 1, ..., n} baza canonică din Rn.

Definiţia 6.1 TPRn se numeşte spaţiul tangent la Rn ı̂n P .

Fie acum U ⊆ Rn un deschis şi φ : U → Rm netedă. Fie P (ū0) ∈ U .

Definiţia 6.2 Diferenţiala lui φ ı̂n P este aplicaţia dφ(ū0) : TPRn → Tφ(P )Rm dată de:

dφ(P )(P, r̄) = (φ(P ), Jφ(P ) · r̄) (6.2)

unde Jφ(P ) este matricea Jacobiană definită ı̂n Cursul precedent: Jφ(P ) = (∂φ
α

∂ui
(ū0)) ∈ Mm,n(R),

α = 1, ...,m, i = 1, ..., n.

Rezultă imediat că dφ(P ) este transformare liniară ı̂ntre cele două spaţii tangente. Din definiţie,
identificând TPRn cu Rn (via (P, r̄) ↔ r̄) şi Tφ(P )Rm cu Rm avem dφ(P ) : Rn → Rm, r̄ → Jφ(ū0) · r̄
ceea ce spune că matricea acestei transformări liniare este tocmai Jφ(P )(ū0).

Fie acum mulţimea oarecare S ⊂ Rn şi P (r̄0) ∈ S.

Definiţia 6.3 Vectorul v̄ ∈ Rn ı̂l numim tangent la S ı̂n P dacă există o curbă netedă r̄ : I =
(−ε, ε) → Rn aşa ı̂ncât r̄(I) ⊂ S, r̄(0) = P = r̄0 şi r̄′(0) = v̄. Fie TPS mulţimea acestor vectori
tangenţi la S ı̂n P .

Introducem şi:

Definiţia 6.4 Fie spaţiul vectorial real V şi C ⊂ V submulţime nevidă. Spunem că C este con
ı̂n V dacă pentru orice v ∈ C şi orice λ ∈ R avem λv ∈ C.

Această noţiune permite formularea următorului rezultat:

Propoziţia 6.5 TPS este un con ı̂n TPRn.

Demonstraţie Vectorul nul 0̄ ∈ TPRn = Rn aparţine lui TPS deoarece considerăm curba con-
stantă r̄ : (−ε, ε) → Rn, r̄(t) ≡ r̄0 pentru orice t. Fie acum λ ∈ R∗ şi v̄ ∈ TPS nenul; deci există curba
netedă r̄ ca ı̂n Definiţia 6.3. Considerăm r̄λ : Iλ = (− ε

|λ| ,
ε
|λ|) → Rn dată de r̄λ(t) = r̄(λt). Rezultă

că r̄λ este curbă netedă cu r̄(Iλ) = r̄(I) ⊂ S şi r̄λ(0) = r̄(0) = P . Deoarece r̄′λ(t) = λr̄′(t) rezultă că
r̄′λ(0) = λv̄ ceea ce arată că λv̄ ∈ TPS. 2

Definiţia 6.6 TPS este numit conul tangent la S ı̂n P .

Să presupunem acum că n = 3 şi S este suprafaţă regulată. Vom utiliza o metodă standard ı̂n
teoria suprafeţelor: definim ceva la modul general (cum este TPS) dar pentru a obţine informaţii

29
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(calitative) utilizăm o parametrizare locală a lui S ı̂n jurul lui P de forma (U,φ). Ca ı̂n Cursul
precedent fie ū0 = φ−1(r̄0) ∈ U imaginea inversă a lui P pe domeniul U .

Teorema 6.7 Diferenţiala dφ(ū0) : Tū0R2 → TPR3 = Tr̄0R3 este bijecţie de la Tū0R2 = R2 la
TPS.

Demonstraţie Din condiţia de imersie avem că dφ(ū0) este injectivă. Mai avem de arătat că
dφ(ū0) : R2 → TPS este surjectivă.
1) Arătăm incluziunea dφ(ū0)(Tū0R2) ⊆ TPS. Fie v̄ ∈ R2 oarecare. Putem găsi ε > 0 aşa ı̂ncât
ū0 + tv̄ ∈ U pentru orice t ∈ I = (−ε, ε). Fie atunci curba r̄ : I → R3, r̄(t) = φ(ū0 + tv̄). Această
curbă este netedă, avem r̄(I) ⊂ U ⊂ S şi r̄(0) = φ(ū0) = P . De asemeni:

r̄′(t) =
d

dt
(φα(ū0 + tv̄)) =

(
∂φα

∂ui
(ū0 + tv̄) · vi

)
= dφ(ū0 + tv̄)(v̄)

şi pentru t = 0 rezultă: dφ(ū0)(v̄) = r̄′(0) ∈ TPS.
2) Arătăm incluziunea TPS ⊆ dφ(ū0)(R2). Fie v̄ ∈ TPS şi curba netedă care-l produce, r̄ : I =
(−ε, ε) → R3 cu r̄(I) ⊂ S, r̄(0) = P = r̄0 şi r̄′(0) = v̄. Eventual micşorând pe ε putem presupune
r̄(I) ⊂ U . Fie curba R̄ : I → R2, R̄ = φ−1 ◦ r̄. Avem ı̂n mod evident că R̄ este netedă fiind
compunere de aplicaţii netede şi R̄(0) = φ−1(r̄0) = ū0. Prin urmare, V̄ := R̄′(0) ∈ Tū0R2. Cu un
calcul asemănător celui de mai sus avem:

dφ(ū0)(V̄ ) =
d

dt
φ ◦ R̄|t=0 = r̄′(0) = v̄

adică ceea ce voiam. 2

Corolarul 6.8 TPS este subspaţiu vectorial 2-dimensional al lui TPR3.

Demonstraţie dφ(ū0) fiind bijecţie va transporta structura de spaţiu vectorial 2-dimensional a
lui Tū0R2 = R2 pe TPS devenind astfel un izomorfism liniar. 2

Definiţia 6.9 TPS se numeşte spaţiul vectorial tangent la S ı̂n P . Planul prin punctul P având
pe TPS ca plan vectorial director se numeşte planul tangent la S ı̂n P şi-l notăm πPS.

Un izomorfism liniar transportă o bază din spaţiul vectorial de plecare ı̂n bază ı̂n spaţiul vecto-
rial imagine. Prin urmare, ı̂n TPS avem baza canonică relativ la parametrizarea (U,φ), { ∂

∂u1
|P :=

dφ(ū0)(ē1),
∂
∂u2

|P := dφ(ū0)(ē2)}. Mai precis:

∂

∂u1
|P =


∂φ1

∂u1
∂φ1

∂u2
∂φ2

∂u1
∂φ2

∂u2
∂φ3

∂u1
∂φ3

∂u3

 (ū0) ·
(

1
0

)
=


∂φ1

∂u1
∂φ2

∂u1
∂φ3

∂u1

 (ū0) = φ1(ū0) (6.3)

respectiv:

∂

∂u2
|P =


∂φ1

∂u1
∂φ1

∂u2
∂φ2

∂u1
∂φ2

∂u2
∂φ3

∂u1
∂φ3

∂u3

 (ū0) ·
(

0
1

)
=


∂φ1

∂u2
∂φ2

∂u2
∂φ3

∂u2

 (ū0) = φ2(ū0). (6.4)

În concluzie: ∂
∂ui

|P = φi(ū0) iar condiţia de imersie spune că aceştia sunt vectori necoliniari deci
generează un subspaţiu vectorial 2-dimensional !

Cum spaţiul fizic R3 are trei dimensiuni (grade de libertate) şi am ”ocupat” două dintre acestea
cu TPS a mai rămas un grad de libertate descris de:

Definiţia 6.10 i) Versorul:

N̄(P ) =
φ1(ū0)× φ2(ū0)

∥φ1(ū0)× φ2(ū0)∥
(6.5)

se numeşte versorul normalei ı̂n P la S. Ansamblul {P ; ∂
∂u1

|P , ∂
∂u2

|P , N̄(P )} se numeşte reperul Gauss
al lui S ı̂n P .
ii) Dreapta prin P cu vectorul director N̄(P ) o numim normala la S ı̂n P .
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În general, reperul Gauss (spre deosebire de reperul Frenet al curbelor) nu este ortonormat
şi nici măcar ortogonal; ştim doar că N̄(P ) este versor ortogonal pe ∂

∂u1
|P şi ∂

∂u2
|P . Problema

ortonormalităţii (ortogonalităţii) acestui reper va fi studiată ı̂n Cursul următor. Importante noţiuni
topologico-diferenţiale din teoria suprafeţelor sunt date de:

Definiţia 6.11 i) Mulţimea TS = ∪P∈STPS a tuturor spaţiilor tangente la S o numim fibratul
tangent al lui S.
ii) O aplicaţie X : S → TS cu proprietatea că X(P ) ∈ TPS pentru orice punct P ∈ S se numeşte
câmp vectorial tangent la S; fie X (S) mulţimea câmpurilor vectoriale tangente.
iii) Numim câmp vectorial normal la S o aplicţie N̄o : S → S2 cu proprietatea că N̄o(P ) = ±N̄(P )
pentru orice punct P ∈ S.
iv) Suprafaţa S se numeşte orientabilă dacă admite un câmp vectorial normal continuu; ı̂n caz contrar
S o numim neorientabilă.

Exemple 6.12 i) Aplicaţiile ∂
∂u1

|(·), ∂
∂u2

|(·) sunt elemente din X (S); mai precis din X (U), con-
siderând ı̂n ii) şi domenii de definiţie deschişi U ⊂ S.
ii) (fundamental) Banda lui Möbius este suprafaţă neorientabilă:

BM : r̄(u, v) =
(
(2− v sin

u

2
) sinu, (2− v sin

u

2
) cosu, v cos

u

2

)
, (u, v) ∈ R× (−1, 1). (6.6)

Avem, din periodicitatea funcţiilor trigonometrice: r̄(u+2π,−v) = r̄(u, v) şi prin diferenţiere: r̄u(u+
2π,−v) = r̄u(u, v) respectiv: r̄v(u + 2π,−v) = −r̄v(u, v). Prin urmare, N̄(u + 2π,−v) = −N̄(u, v)
şi ı̂n particular: N̄(u + 2π, 0) = −N̄(u, 0). Să presupunem că există N̄o(u, 0) = φ(u)N̄(u, 0); atunci
φ(u + 2π) = −φ(u), ı̂n particular φ(2π) = −φ(0). Dar am cerut φ(u) = ±1 şi deci φ nu poate fi
continuă; ar trebui să ia atunci şi valoarea zero ceea ce este imposibil!

Observaţii 6.13 i) O suprafaţă orientabilă are exact două ”orientări”: N̄1
o = +N̄ respectiv

N̄2
o = −N̄ . Deci banda lui Möbius are o singură faţă!

ii) Criteriu de orientabilitate: Suprafaţa conexă (adică alcătuită dintr-o singură ”bucată”) este ori-
entabilă dacă şi numai dacă pentru orice curbă ı̂nchisă C : (a, b) → S (C(a) = C(b)) şi orice câmp
vectorial normal N̄o de-a lungul lui C avem N̄o(a) = N̄o(b) !

Exemple 6.14 1) (plane) π : r̄(u, v) = r̄0 + uā + vb̄, (u, v) ∈ R2. Avem că πPS este planul prin

P generat de vectorii necoliniari φ1 = ā, φ2 = b̄ şi deci πPS = π! N̄ este versorul constant ā×b̄
∥ā×b̄∥ al

normalei la planul π.
2) (mulţimi deschise din plan) U : r̄(u, v) = (u, v, 0), (u, v) ∈ U ⊆ R2. Avem φ1 = ī, φ2 = j̄ şi deci
πPS este planul xOy iar N̄ = k̄ este din nou versor constant.
Mai general, fie U ⊂ S deschis; din Cursul precedenta vem că şi U este suprafaţă regulată. Fie P ∈ U ,
atunci TPU = TPS !
3) (suprafeţe Monge) S : r̄(u, v) = (u, v, f(u, v)), (u, v) ∈ U ; deci P ∈ S generic are coordonatele
(u0, v0, f(u0, v0)). Cum φ1 = (1, 0, fu) respectiv φ2 = (0, 1, fv) avem ecuaţia planului tangent:

πPS :
x− u0 y − v0 z − f(u0, v0)

1 0 fu(u0, v0)
0 1 fv(u0, v0)

= 0 (6.7)

sau, dezvoltând determinantul după prima linie:

πPS : −fu(u0, v0)(x− u0)− fv(u0, v0)(y − v0) + z − f(u0, v0) = 0. (6.8)

Versorul normalei este:

N̄(P ) =
(−fu(u0, v0),−fv(u0, v0, 1))√
1 + f2u(u0, v0) + f2v (u0, v0)

. (6.9)

Introducem o nouă clasă remarcabilă de suprafeţe. Mai ı̂ntâi considerăm următoarea noţiune.

Definiţia 6.15 Fie V ⊆ Rn un deschis şi funcţia netedă F : V → R. Punctul P ∈ V ı̂l numim
critic pentru F dacă diferenţiala dF (P ) : TPR → TF (P )R nu este surjectivă. Dacă P este punct critic
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atunci F (P ) se numeşte valoare critică. Numărul real a ∈ F (V ) ce nu este valoare critică ı̂l numim
valoare regulată.

Observaţia 6.16 P ∈ V este punct critic penru F dacă şi numai dacă dF (P ) = 0 ∈ R sau
echivalent, gradientul lui F ı̂n P :

∇F (P ) = (F1(P ), ..., Fn(P )) =

(
∂F

∂x1
(P ), ...,

∂F

∂xn
(P )

)
(6.10)

este vectorul nul.

Dăm fără demonstraţie următorul procedeu de obţinere de suprafeţe regulate:

Teorema 6.17 Fie a ∈ R valoare regulată pentru F : V ⊆ R3 → R. Atunci orice componentă
conexă S a mulţimii de nivel F−1(a) este suprafaţă regulată.

Definiţia 6.18 S o numim suprafaţă de nivel a lui F şi relaţia:

S : F (x, y, z) = a (6.11)

o numim ecuaţia implicită a lui S.

Fie punctul P (x0, y0, z0) ∈ S oarecare şi r̄ : I = (−ε, ε) → S o curbă pe S prin P ca ı̂n Definiţia
6.3; deci F (x(t), y(t), z(t)) = 0 pentru orice t ∈ I. Derivăm această relaţie şi facem t = 0; obţinem:

Fx(P ) · x′(0) + Fy(P ) · y′(0) + Fz(P ) · z′(0) = 0

ceea ce spune că ∇F (P ) este versor perpendicular pe TPS adică:

N̄(P ) =
∇F (P )

∥∇F (P )∥
. (6.11)

Avem şi:
πPS : Fx(P ) · (x− x0) + Fy(P ) · (y − y0) + Fz(P ) · (z − z0) = 0. (6.12)

Exemplul 6.19 Sfera de rază R centrată ı̂n origine este:

S(O,R) : x2 + y2 + z2 = R2. (6.13)

Pentru F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 avem câmpul vectorial gradient ∇F = 2(x, y, z) şi deci F are o
singură valoare critică şi anume 0. Cum R > 0 rezultă că sferele sunt suprafeţe regulate.
Fixăm polul nord N = (0, 0, R). Cum:

∇F (N) = 2(0, 0, R)

rezultă:
πNS(O,R) : 2R(z −R) = 0.

În concluzie: πNS(O,R) : z = R ceea ce este ı̂n acord cu viziunea geometrică !

SEMINARUL 6

S6.1 Fie S o suprafaţă riglată şi P (u0, v0) ∈ S. Atunci πPS conţine generatoarea prin P .

Rezolvare Conform Seminarului anterior vectorul director al generatoarei prin P este: b̄(u0) iar
vectorul normalei este: N̄(P ) = (āu(u0) + v0b̄u(u0))× b̄(u0). Cum N̄(P )⊥b̄(u0) avem concluzia.

S6.2 Se cere planul tangent πPS şi normala la suprafaţa S : z(x2 + y2) = 1 ı̂n punctul P (1, 1, 12).

Rezolvare Observăm mai ı̂ntâi că P ∈ S. Cu notaţia din Curs: F (x, y, z) = z(x2 + y2), avem
∇F = (2xz, 2yz, x2 + y2) şi deci N̄(P ) = ∇F (P ) = (1, 1, 2) adică normala:
x−1
1 = y−1

1 = 2z−1
4 . Obţinem πPS : x+ y + 2z − 3 = 0.
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S6.3 Aceeaşi cerinţă pentru suprafaţa S cu parametrizarea globală
r̄(u, v) = (u

2−v2
u2+v2

, u
3+v3

u2+v2
, uv−1
u2+v2

) ı̂n punctul P (u = 1, v = 1).

Rezolvare Avem P (0, 1, 0) şi:

r̄u =

(
4uv2

u2 + v2
,
u(u3 + 3uv2 − 2v3)

(u2 + v2)2
,
−u2v + 2u+ v3

(u2 + v2)2

)

r̄v =

(
−4u2v

(u2 + v2)
,
v(v3 + 3u2v − u3)

(u2 + v2)2
,
−uv2 + 2v + u3

(u2 + v2)2

)
de unde rezultă: r̄u(P ) = (1, 12 ,

1
2), r̄v(P ) = (−1, 12 ,

1
2). Prin urmare:

πPS :
x− 0 y − 1 z − 0
1 1

2
1
2

−1 1
2

1
2

= 0

adică: πPS : y − z − 1 = 0. Rezultă că axa Ox este paralelă cu πPS! Normala este: x
0 = y−1

−1 = z
1 .

S6.4 Se consideră curba C de intersecţie a suprafeţelor S1 : x2 + y2 + z2 = 3 (sferă centrată ı̂n
origine), S2 : 2x2 + y2 − 3z2 = 0 (con cu vârful ı̂n origine). Se cere dreapta tangentă ı̂n P (1, 1, 1) la
C.

Rezolvare Observăm mai ı̂nt̂ı că P ∈ C = S1 ∩ S2; deci tangenta căutată este
dPC = πPS1 ∩ πPS2. Fie F1(x, y, z) = x2 + y2 + z2 − 3 şi F2(x, y, z) = 2x2 + y2 − 3z2. Avem:

∇F1 = 2(x, y, z), ∇F2 = 2(2x, y,−3z)

şi deci (până la un factor de proporţionalitate) avem: ∇F1(P ) = (1, 1, 1), ∇F2(P ) = (2, 1,−3).
Rezultă: πPS1 : x+ y + z − 3 = 0, πPS2 : 2x+ y − 3z = 0 de unde avem concluzia:

dPC :

{
x+ y + z − 3 = 0
2x+ y − 3z = 0

Altfel: vectorul director al dreptei tangente este ∇F1(P )×∇F2(P ) = (−4, 5,−1) şi deci
dPC : x−1

−4 = y−1
5 = z−1

−1 .

S6.5 Să se arate că suprafaţa S având parametrizarea globală
r̄(u, v) = (u cos v + sin v, u sin v − cos v, u − v), (u, v) ∈ R × [0, 2π) este regulată şi se cere πPS cu
P (u = π

3 , v = 0).

Rezolvare Avem: r̄u = (cos v, sin v, 1) şi r̄v = (−u sin v + cos v, u cos v + sin v,−1) respectiv
r̄u × r̄v = (−u cos v − 2 sin v,−u sin v + 2 cos v, u). Cum ∥r̄u × r̄v∥2 = 2u2 + 4 > 0 avem regularitatea
lui S. Obţinem: πPS : πx− 6y − πz − 6 = 0 deoarece avem P (π3 ,−1, π3 ).

S6.6 Se dă funcţia netedă φ : I ⊆ R → R şi suprafaţa Monge S : z = xφ( yx) cu x ̸= 0. Să se arate
că toate planele tangente πPS trec prin origine.

Rezolvare Dacă P are coordonatele carteziene (x0, y0, z0) atunci pentru o suprafaţă Monge avem
formula (6.8). Obţinem πPS : [φ( y0x0 ) −

y0
x0
φ′( y0x0 )]x + φ′( y0x0 )y − z = 0. Avem că (0, 0, 0) satisface

această ecuaţie.

S6.7 Pentru S cu parametrizarea globală r̄(u, v) = (uev, ue−v, 4uv) se cere πPS şi normala ı̂n
P (u = 2, v = 0).

Rezolvare Din:

πPS :
x− 2 y − 2 z
1 1 0
2 -2 8

= 0
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rezultă: πPS : 2x− 2y − z = 0. Normala este: x−2
2 = y−2

−2 = z
−1 .

S6.8 Pentru S cu parametrizarea globală r̄(u, v) = (u + v, u − v, uv) se cere πPS şi normala ı̂n
P (u = 2, v = 1).

Rezolvare Din:

πPS :
x− 3 y − 1 z − 2
1 1 1
1 -1 2

= 0

rezultă: πPS : 3x− y − 2z − 4 = 0. Normala este: x−3
3 = y−1

−1 = z−2
−2 .

S6.9 Pentru S cu parametrizarea globală r̄(u, v) = (u, u2−2uv, u3−3u2v) se cere πPS şi normala
ı̂n P (1, 3, 4).

Rezolvare Avem că P ∈ S având coordonatele: u = 1, v = −1. Din:

πPS :
x− 1 y − 3 z − 4
1 4 9
0 -2 -3

= 0

rezultă: πPS : 6x+ 3y − 2z − 7 = 0. Normala este: x−1
6 = y−3

3 = z−4
−2 .

S6.10 Pentru S cu parametrizarea globală r̄(u, v) = (2u − v, u2 + v2, u3 − v3) se cere πPS şi
normala ı̂n P (3, 5, 7).

Rezolvare Avem că P ∈ S având coordonatele: u = 2, v = 1. Din:

πPS :
x− 3 y − 5 z − 7
1 2 6
-1 2 -3

= 0

rezultă: πPS : 18x+ 3y − 4z − 41 = 0. Normala este: x−3
18 = y−5

3 = z−7
−4 .

S6.11 Se cere πPS şi normala la suprafeţele următoare ı̂n punctul indicat:
i) S : z = x3 + y3, P (1, 2, 9), ii) S : x2 − 2y2 − 3z2 − 4 = 0, P (3, 1,−1),

iii) S = E : x
2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
− 1 = 0, P (x0, y0, z0).

Rezolvare i) Avem F (x, y, z) = x3+y3− z cu câmpul gradient ∇F (x, y, z) = (3x2, 3y2,−1), deci
∇F (P ) = (3, 18,−1). Rezultă: πPS : 3x+ 12y − z − 18 = 0 şi normala x−1

3 = y−2
12 = z−9

−1 .

ii) Avem F (x, y, z) = x2−2y2−3z2 cu câmpul gradient∇F (x, y, z) = (2x,−4y,−6z). Deci 1
2∇F (P ) =

(3,−2, 3) de unde rezultă: πPS : 3x− 2y + 3z − 4 = 0 şi normala x−3
3 = y−1

−2 = z+1
3 .

Reamintim procedeul dedublării ı̂n punctul P (x0, y0, z0) aparţinând unei cuadrice:

x2 → x0x, y
2 → y0y, z

2 → z0z, x→ 1

2
(x+ x0), y → 1

2
(y + y0), z →

1

2
(z + z0).

Suprafaţa dată este o cuadrică şi deci planul tangent ı̂ntr-un punct generic este: πPS : x0x− 2y0y −
3z0z − 4 = 0.

iii) Cu dedublarea avem πPS : x0x
a2

+ y0y
b2

+ z0z
c2

− 1 = 0.



Cursul 7

Forma I-a fundamentală

Reamintim că ı̂n Cursul precedent am introdus, ı̂n fiecare punct al unei suprafeţe regulate scufundate,
reperul Gauss şi problema care se pune ı̂n acest moment este caracterizarea ortonormalităţii (ortog-
onalităţii) acestui reper. În vederea soluţionării acestei chestiuni reamintim pe scurt câteva noţiuni
de bază ale algebrei liniare.

Definiţia 7.1 Fie V un spaţiu vectorial real şi aplicaţia g : V × V → R. Atunci g se numeşte:
i) formă biliniară dacă: g(λx + µy, z) = λg(x, z) + µg(y, z) şi g(x, λy + µz) = λg(x, y) + µg(x, z)
pentru orice x, y, z ∈ V şi orice scalari λ, µ ∈ R,
ii) simetrică dacă: g(x, y) = g(y, x) pentru orice vectori x, y ∈ V ,
iii) pozitiv definită dacă: g(x, x) ≥ 0 pentru orice x ∈ V şi g(x, x) = 0 implică x=vectorul nul din V ,
iv) produs scalar dacă este formă biliniară simetrică şi pozitiv definită.

Exemplul 7.2 (fundamental) Fie V = Rn şi <,>e produsul scalar euclidian:

< x = (x1, ..., xn), y = (y1, ..., yn) >e=
n∑
i=1

xiyi. (7.1)

Putem scrie matriceal:
< x, y >e= xt · In · y (7.2)

unde In ∈Mn(R) este matricea unitate de ordin n iar vectorii x, y sunt gândiţi ca vectori coloană!
Presupunem ı̂n cele ce urmează că V are dimensiunea n ≥ 2 şi notăm acest fapt prin Vn. Fixăm

o bază: B = {e1, ..., en}.

Definiţia 7.3 Baza B se numeşte:
i) ortogonală dacă g(ei, gj) = dacă i ̸= j; altfel spus, vectorii din B sunt ortogonali doi câte doi,
ii) ortonormată dacă g(ei, ej) = δij ; deci B este o bază ortogonală formată din versori.

Această definiţie ne conduce la introducerea matricii gB = (gij)i,j= ¯1,n ∈ Mn(R) dată de: gij =
g(ei, ej). Avem atunci caracterizarea:
-B este ortogonală dacă şi numai dacă elementele lui gB din afara diagonalei principale sunt nule,
-B este ortonormată dacă şi numai dacă gB = In.

Să considerăm acum o altă bază: B̃ = (ẽ1, ..., ẽn) şi fie descompunerile: ẽi = sjiej pentru i =

1, ..., n. Obţinem astfel o matrice S = (sji ) ∈ Mn(R) şi notăm: B̃ = S(B). Se arată imediat că
S este inversabilă i.e. S ∈ GL(n,R)=n-grupul liniar general={A ∈ Mn(R); detA ̸= 0}, şi avem:
B = S−1(B̃).

Vrem relaţia dintre gB şi gB̃. Avem:

g̃ij = g(ẽi, ẽj) = g(sai ea, s
b
jeb) = sai gabs

b
j (7.3)

sau global:
gB̃ = St · gB · S (7.4)
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şi relaţia (7.3) spune că ansamblul de numere reale (gij) este un tensor de tip (0, 2) pe Vn.
Prin urmare, dacă B este ortonormată atunci B̃ va fi bază ortonormată dacă şi nuami dacă:

St · S = In. (7.5)

Suntem astfel conduşi la introducerea n-grupului ortogonal:

O(n) = {A ∈Mn(R);At ·A = A ·At = In} (7.6)

care este subgrup ı̂n GL(n,R). În concluzie:
-schimbarea bazelor generale se face cu matrici din GL(n,R),
-schimbarea bazelor ortonormate se face cu matrici din O(n).

Revenim acum la suprafaţa parametrică regulată S şi fixăm punctul generic P (r̄0) ∈ S; deci avem
o parametrizare locală (U,φ) a lui S ı̂n jurul lui P ; fie ū0 = φ−1(P ) = φ−1(r̄0). În Cursul precedent
am introdus spaţiul tangent la S ı̂n P ce este subspaţiu vectorial (2-dimensional) ı̂n TPR3 = R3. Prin
restricţie de la TPR3 la TPS putem introduce o noţiune principală ı̂n teoria suprafeţelor:

Definiţia 7.4 Numim forma I-a fundamentală a lui S setul de produse scalare indexate de punctele
lui S:

I = {<,>P |TPS ;P ∈ S}. (7.6)

Altfel spus, I este o aplicaţie:

I : P ∈ S → I(P ) : TPS × TPS → R, I(P ) =<,>P |TPS . (7.7)

Reamintim că TPS admite, relativ la parametrizarea fixată (U,φ), o bază canonică { ∂
∂ui

|P =
dφ(ū0)(ēi); i = 1, 2} cu {ē1, ē2} baza canonică din R2; sau ı̂ncă:

∂

∂ui
|P = φi(ū0) =

∂φ

∂ui
(ū0). (7.8)

FieX,Y ∈ TPS oarecare. Avem deci: X = X i ∂
∂ui

|P şi Y = Y j ∂
∂uj

|P . Din punct de vedere calculatoriu
avem:

I(P )(X,Y ) =< X iφi(ū0), Y
jφj(ū0) >e

şi din biliniaritate şi simetrie avem:

I(P )(X,Y ) = Xigij(P )Y
j (7.9)

unde g(P ) = (gij(P )) ∈ M2(R) este matricea formei I-a fundamentale. Rezultă că putem scrie (7.9)
matriceal:

I(P )(X,Y ) = Xt · g(P ) · Y (7.10)

reamintind că vectorii tangenţi X,Y ∈ TPS sunt gânditi pe coloană. Altfel spus, avem:

I(P )(X,Y ) =
(
X1(P ) X2(P )

)
·
(
g11(P ) g12(P )
g21(P ) g22(P )

)
·
(
Y 1(P )
Y 2(P )

)
. (7.11)

Avem dependenţa de P a funcţiilor gij : S → R unde:

gij(P ) =< φi(ū0), φj(ū0) >e . (7.12)

Mai precis, funcţiile coeficienţi ai formei I-a fundamentale sunt:
g11 =< φ1, φ1 >e= ∥φ1∥2
g12 = g21 =< φ1, φ2 >e
g22 =< φ2, φ2 >e= ∥φ2∥2

(7.13)
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unde am folosit deja simetria lui g(P ) ca fiind matrice asociată unui produs scalar:

(g(P ))t = g(P ). (7.14)

Pozitiva definire a a lui g se traduce prin:
=Xt · g ·X ≥ 0 pentru orice X ∈ TPS,
-Xt · g ·X = 0 implică X=vectorul nul din TPS=0 · φ1(ū0) + 0 · φ2(ū0).
Formula (7.10) spune că putem gândi forma I-a fundamentală ca aplicaţie matriceal-valuată:

I : P ∈ S → I(P ) = g(P ) ∈M2(TPS). (7.15)

Există câteva notaţii tradiţionale, prima fiind atribuită chiar lui Gauss cel care a dezvoltat enorm
teoria clasică a suprafeţelor:

g11 = E, g12 = g21 = F, g22 = G (7.16)

sau ı̂ncă:
I = g11(du

1)2 + 2g12du
1du2 + g22(du

2)2 = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2. (7.17)

O altă proprietate remarcabilă a matricei g derivă din identitatea Lagrange a calculului vectorial:

< ā, ā >< b̄, b̄ > − < ā, b̄ >2= ∥ā× b̄∥2 (7.18)

care este consecinţa relaţiei fundamentale: cos2 t+ sin2 t = 1.
Cu ā = φ1(ū0) şi b̄ = φ2(ū0) obţinem:

det g(P ) = E(P )G(P )− F (P )2 = ∥φ1(ū0)× φ2(ū0)∥2 > 0 (7.19)

stricta pozitivitate fiind deci consecinţă a regularităţii lui S mai precis a ipotezei de imersie asupra
aplicaţiei φ. Deci g(P ) este matrice inversabilă iar inversa sa o notăm:

g−1 = (gij)i,j=1̄,2 =

(
g11 g12

g21 g22

)
(7.20)

unde pentru simplitatea scrierii am renunţat la precizarea punctului P . Prin calcul se verifică imediat:

Propoziţia 7.5 i) Funcţiile gij , g
ij : U → R sunt netede pentru toţi i, j ∈ {1, 2}.

ii) Pentru orice câmpuri vectoriale X,Y ∈ X (U) aplicaţia
(u, v) : U → g(X,Y )(u, v) = gij(u, v)X

i(u, v)Y j(u, v) ∈ R este netedă.

În continuare studiem comportarea formei I-a fundamentale la o schimbare de parametrizări locale
pe S ı̂n jurul lui P . Fie deci o nouă parametrizare locală (Ũ , φ̃) a lui S ı̂n jurul lui P şi corespunzător
ũ0 = (φ̃)−1(P ). Mulţimea V = φ(U)∩ φ̃(Ũ) este deschisă ı̂n R3 dar inclusă ı̂n S şi conţine pe P . Fie
h = (φ)−1 ◦ φ̃ : φ̃−1(V ) ⊂ R2 → φ−1(V ) ⊂ R2. Această aplicaţie, numită schimbare de parametrizări,
este netedă fiind compunerea a două aplicaţii netede, satisface h(ũ0) = ū0 şi are exprimarea de ecuaţii:

h : ua = ua(ũ1, ũ2), 1 ≤ a ≤ 2. (7.21)

Avem: φ̃ = φ ◦ h şi deci:

∂

∂ũi
|P =

∂φ̃

∂ũi
(ũ0) =

∂φ ◦ h
∂ũi

(ũ0) =
∂ua

∂ũi
(ũ0) ·

∂

∂ua
|P (7.22)

ceea ce spune că elementele bazei { ∂
∂u1

|P , ∂
∂u2

|P } sunt câmpuri tensoriale pe U de tip (1, 0).

Relativ la forma I-a fundamentală avem:

g̃ij(P ) =<
∂

∂ũi
|P ,

∂

∂ũj
|P >e=<

∂ua

∂ũi
∂

∂ua
|P ,

∂ub

∂ũj
∂

∂ub
|P >e=

∂ua

∂ũi
gab(P )

∂ub

∂ũj
(7.23)

ceea ce spune că setul de funcţii (gij(·)) este un câmp tensorial de tip (0, 2) pe U .
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SEMINARUL 7

Se cere forma I-a fundamentală pentru următoarele suprafeţe S cu parametrizări globale:
S7.1 de la S6.5.

Rezolvare E = 2, F = 0, G = u2 + 2.

S7.2 planul determinat de punctul P0(r̄0) şi vectorii necoliniari ā, b̄.

Rezolvare Din π : r̄(u, v) = r̄0 + uā + vb̄ rezultă r̄u = ā, r̄v = b̄. Deci: E = ∥ā∥2, F =< ā, b̄ >,
G = ∥b̄∥2. Putem cu procedeul Gram-Schmidt să alegem o bază ortonormată ı̂n π şi deci E = G = 1,
F = 0.

S7.3 suprafaţa Enneper S : r̄(u, v) = (3u+ 3uv2 − u3, 3v + 3u2v − v3, 3(u2 − v2)).

Rezolvare Avem r̄u = 3(1 − u2 + v2, 2uv, 2u), r̄v = 3(2uv, 1 + u2 − v2,−2v). Deci: E = G =
9(1 + u2 + v2)2, F = 0.

S7.4 elicoidul S : r̄(u, v) = (u cos v, u sin v, hv) cu h > 0 o constantă.

Rezolvare r̄u = (cos v, sin v, 0), r̄v = (−u sin v, u cos v, h), E = 1, F = 0, G = u2 + h2.

S7.5 suprafaţă Monge S : z = f(x, y) folosind notaţiile: p = fx, q = fy, r = fxx, s = fxy, z = fyy.

Rezolvare r̄u = (1, 0, p), r̄v = (0, 1, q), E = 1 + p2, F = pq,G = 1 + q2.

S7.6 paraboloidul hiperbolic S : z = xy sau ı̂ncă Ph : r̄(u, v) = (u, v, uv).

Rezolvare p = y, q = x,E = 1 + y2, F = xy,G = 1 + x2. În a doua parametrizare: E = 1 + v2,
F = uv, G = 1 + u2.

S7.7 S : r̄(u, v) = (a(cosu− v sinu), a(sinu+ v cosu), b(u+ v)) cu a, b > 0.

Rezolvare r̄u = (−a(sinu + v cosu), a(cosu − v sinu), b), r̄v = (−a sinu, a cos v, b). Deci: E =
a2(1 + v2) + b2 şi F = G = a2 + b2.

S7.8 Se cere forma I-a fundamentală a următoarele suprafeţe de rotaţie; a se vedea exerciţiul S9.7
pentru expresia generală:

1) sfera de rază R centrată ı̂n origine S(O,R): r̄(u, v) = (R cosu cos v,R sinu cos v,R sin v).
Semnificaţia geometrică a coordonatelor: u=longitudinea iar v=latitudinea ! Avem

(u, v) ∈ U = (0, 2π)× (−π
2 ,

π
2 ).

2) elipsoidul El : r̄(u, v) = (a cosu cos v, a sinu cos v, b sin v); El : x
2

a2
+ y2

a2
+ z2

b2
− 1 = 0.

3) hiperboloidul cu o pânză H1 : r̄(u, v) = (a coshu cos v, a coshu sin v, b sinhu).

4) hiperboloidul cu două pânze H2 : r̄(u, v) = (a sinhu cos v, a sinhu sin v, b coshu).

5) paraboloidul eliptic Pe : r̄(u, v) = (u cos v, u sin v, u
2

2p ) cu p > 0; Pe : x
2 + y2 − 2pz = 0.

Rezolvare 1) E = R2 cos2 v, F = 0, G = R2, 2) E = a2 cos2 v, F = 0, G = a2 sin2 v + b2 cos2 v,

3) E = a2 sinh2 u+ b2 cosh2 u, F = 0, G = a2 cosh2 u; H1 : x
2

a2
+ y2

a2
− z2

b2
− 1 = 0,

4) E = a2 cosh2 u+ b2 sinh2 u, F = 0, G = a2 sinh2 u; H2 : x
2

a2
+ y2

a2
− z2

b2
+ 1 = 0,

5) E = 1 + u2

p2
, F = 0, G = u2.
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Geometria intrinsecă a unei suprafeţe

Fixăm S ⊂ R3 o suprafaţă regulată şi o parametrizare locală (U,φ) pe S. În Cursul precedent am intro-
dus forma I-a fudamentală I având coeficienţii (g11(u, v), g12(u, v), g22(u, v)) = (E(u, v), F (u, v), G(u, v))
ı̂n fiecare pucnt P (φ(ū)) ∈ φ(U) ⊆ S, ū = (u, v) = (u1, u2) = (ui)i=1,2 ∈ U .

Definiţia 8.1 O proprietate intrinsecă a lui S este o proprietate ce depinde doar de coeficienţii
(gij) (şi derivatele lor parţiale ı̂n raport cu parametrii u, v). Totalitatea prorietăţilor intrinseci ale lui
S constituie geometria intrinsecă a lui S.

Dedicăm acest Curs studierii câtorva proprietăţi intrinseci.

I. Lungimea unui arc de curbă pe S
Fie C o curbă ı̂n spaţiu, C : r̄ = ρ̄(t), t ∈ I ⊆ R. Presupunem că există un arc [a, b] ⊆ I aşa ı̂ncât

ρ̄([a, b]) ⊂ φ(U) ⊆ S. Fie Cφ = φ−1 ◦ ρ̄.

Curbă Cφ : r̄ = φ−1 ◦ ρ̄(t), t ∈ [a, b] eset o curbă pe U deci o curbă plană. Prin urmare avem
Cφ : u = u(t), v = v(t), t ∈ [a, b] sau ı̂ncă Cφ : ui = ui(t), t ∈ [a, b], i = 1, 2. Cum C = φ ◦ Cφ rezultă
că C are ecuaţia vectorială C : r̄ = φ(u(t), v(t)) = φ(u1(t), u2(t)), t ∈ [a, b] şi deci vectorul tangent
ı̂ntr-un punct generic P (u(t), v(t)) ∈ φ(U) ⊆ S este:

r̄′(t) = φ1(P )u
′(t) + φ2(P )v

′(t) = u′(t)φ1(P ) + v′(t)φ2(P ). (8.1)

Pentru a folosi formula (1.6) a lungimii unui arc de curbă a lui C avem nevoie de norma acestui vector
şi cu formulele din Cursul precedent rezultă:

∥r̄′(t)∥2 =< r̄′(t), r̄′(t) >= g11(P )(u
′(t))2 + 2g12(P )u

′(t)v′(t) + g22(P )(v
′)2. (8.2)

Avem atunci:

Propoziţia 8.2 Lungimea arcului de curbă [a, b] al curbei C ⊂ S este:

L(C|[a,b]) =
∫ b

a

√
gij(u(t), v(t))

dui

dt
(t)
duj

dt
(t) =

=

∫ b

a

√
E(u(t), v(t))(u′(t))2 + 2F (u(t), v(t))u′(t)v′(t) +G(u(t), v(t))(v′(t))2. (8.3)

Exemple 8.3 Considerăm liniile parametrice pe S:
i) Cu0 : u = u0, v = v(t) = v0 + t, t ∈ (−ε, ε). Avem:

L(Cu0 |[−ε,ε]) =
∫ b

a

√
g22(u0, v0 + t)v′(t)dt. (8.4)

ii) Cv0 : u = u(t) = u0 + t, v = v0, t ∈ (−ε, ε). Avem:

L(Cv0 |[−ε,ε]) =
∫ b

a

√
g11(u0 + t, v0)dt. (8.5)
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II. Unghiul dintre două curbe pe S

Fie curbele pe S, Ca : u = ua(t), v = va(t), t ∈ I ⊆ R cu a ∈ {1, 2} şi punctul lor comun P
corespunzător lui t0 ∈ I. Considerăm θ unghiul dintre tangenta T1(t0) la C1 ı̂n P şi tangenta T2(t0) la
C2 ı̂n P . Ştim că unghiul dintre doi vectori nenuli este caracterizat de cosinusul său prin intermediul
formulei:

cos θ =
< T1(t0), T2(t0) >

∥T1(t0)∥∥T2(t0)∥
. (8.6)

Deoarece: Ta(t0) = u′a(t)φ1(P ) + v′a(t)φ2(P ) rezultă:

Propoziţia 8.4 Unghiul dintre cele două curbe pe S ı̂n punctul lor comun este dat de:

cos θ =
E(P )u′1(t0)u

′
2(t0) + F (P )(u′1(t0)v

′
2(t0) + u′2(t0)v

′
1(t0)) +G(P )v′1(t0)v

′
2(t0)√

E(u′1(t0))
2 + 2Fu′1(t0)v

′
1(t0) +G(v′1(t0))

2
√
E(u′2(t0))

2 + 2Fu′2(t0)v
′
2(t0) +G(v′2(t0))

2

(8.7)
unde, şi la numitor, coeficienţii E, F , G sunt calculaţi tot ı̂n P .

Exemplul 8.5 Fie curbele de coordonate de la Exemplele 8.3 şi punctul lor comun P (u0, v0).
Avem: (u′1, v

′
1) = (0, 1) respectiv (u′2, v

′
2) = (1, 0) şi deci:

cos θ =
F (u0, v0)√

E(u0, v0)G(u0, v0)
. (8.8)

Rezultă că liniile parametrice ale lui S sunt ortogonale ı̂ntr-un punct al lui S dacă şi numai dacă F
se anulează ı̂n acel punct.

Mai general, reperul Gauss ı̂n P ∈ S este: i) ortogonal dacă şi numai dacă F (P ) = 0,
ii) ortonormat dacă şi numai dacă g(P ) = I2.

III. Aria unui compact pe S

Fie D ⊆ S o mulţime compactă (deci ı̂nchisă şi mărginită). Folosind teoria integralei duble de la
Cursul de Analiză Matematică se arată imediat că aria lui D este:

A(S) =

∫ ∫
D

√
det g(u, v)dudv. (8.9)

Prin urmare:

A(D) =

∫ ∫
D

√
E(u, v)G(u, v)− F 2(u, v)dudv. (8.10)

Izometrii

Definiţia 8.6 Fie f : S → R şi P ∈ S. Spunem că f este netedă ı̂n P dacă există o parametrizare
locală (U,φ) a lui S ı̂n jurul lui P astfel ı̂ncât funcţia fφ : U ⊆ R2 → R, fφ = f ◦ φ este netedă. f se
numeşte netedă dacă este netedă ı̂n orice punct din S.

Fie (Ũ , φ̃) o altă parametrizare a lui S ı̂n jurul lui P . Fie V = φ(U) ∩ φ̃((̃U)). V este mulţime
deschisă fiind intersecţia a doi deschişi şi conţine pe P deci este nevidă. Fie aplicaţia:

h : φ̃−1(V ) ⊆ (̃U) ⊆ R2 → φ−1(V ) ⊆ U ⊆ R2, h = φ ◦ φ̃ (8.11)

numită schimbarea de parametrizări locale pe S.

Propoziţia 8.7 h este difeomorfism de la φ̃−1(V ) la φ−1(V ).

Demostraţie h este bijecţie cu h−1 = φ̃−1 ◦ φ. Mai mult, din expresiile lor rezultă că h şi h−1

sunt netede deoarece φ şi φ̃ cu inversele lor sunt netede. 2

Avem: fφ = f ◦φ, fφ̃ = f ◦ φ̃ = f ◦ 1R2 ◦ φ̃ = f ◦φ ◦φ−1 ◦ φ̃ = fφ ◦h. Prin urmare, fφ este netedă
dacă şi numai dacă fφ̃ este netedă ceea ce arată că noţiunea introdusă ı̂n Definiţia 8.6 nu depinde de
parametrizarea locală aleasă !
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Fie F : S1 → S2 o aplicaţie ı̂ntre două suprafeţe şi P ∈ S1 fixat.

Definiţia 8.8 F se numeşte netedă ı̂n P dacă există o parametrizare locală (U,φ) a lui S1 ı̂n jurul
lui P şi există o parametrizare locală (V, ψ) a lui S2 ı̂n jurul lui F (P ) cu F (φ(U)) ⊆ ψ(V ) astfel ı̂ncât
funcţia Fφ,ψ : U ⊆ R2 → V ⊆ R2, Fφ,ψ = ψ−1 ◦ F ◦ φ este netedă.

Fie (Ũ , φ̃) o altă parametrizare locală a lui S1 ı̂n jurul lui P şi (Ṽ , ψ̃) o altă parametrizare locală
a lui S2 ı̂n jurul lui F (P ). Ca mai sus avem schimbările de parametrizări locale:

h1 = φ−1 ◦ φ̃, h2 = ψ−1 ◦ ψ̃ (8.12)

respectiv expresia lui F ı̂n cele două perechi de parametrizări:

Fφ,ψ = ψ−1 ◦ F ◦ φ, Fφ̃,ψ̃ = ψ̃−1 ◦ F ◦ φ̃. (8.13)

Avem:

Fφ̃,ψ̃ = ψ̃−1 ◦ ψ ◦ ψ−1 ◦ F ◦ φ ◦ φ−1 ◦ φ̃ = h−1
2 ◦ Fφ,ψ ◦ h1

ceea ce arată că Fφ,ψ este netedă dacă şi numai dacă Fφ̃,ψ̃ este netedă. Prin urmare, noţiunea din
Definiţia 8.8 nu depinde de parametrizări locale !

Avem:

Fφ,ψ : ũ = F 1(u, v), ṽ = F 2(u, v). (8.14)

Presupunem ı̂n continuare că F este netedă ı̂n P şi considerăm, ca ı̂n Cursul 6, o curba pe S1 prin
acest punct, C : u = u(t), v = v(t), t ∈ (−ε, ε), deci u(0) = u0 şi v(0) = v0. Ştim că TPS1 este
mulţimea tangentelor {u′(0)φ1(P ) + v′(0)φ2(P )} ı̂n P la toate aceste curbe.

Definiţia 8.9 Diferenţiala lui F ı̂n P este aplicaţia dFP : TPS1 → TF (P )S2 dată de:

dFP (u
′(0), v′(0)) = (

d

dt
F 1(u(t), v(t)),

d

dt
F 2(u(t), v(t)))|t=0. (8.15)

Putem gândi şi vectorial; dacă C : r̄ = r̄(t), t ∈ (−ε, ε) este ecuaţia lui C privită ı̂n spaţiul R3

atunci:

dFP (r̄
′(0)) = (F ◦ r̄)′(0) (8.16)

unde şi f este gândită ı̂n spaţiul ambient f : (x, y, z) ∈ S1 ⊂ R3 → (x̃, ỹ, z̃) ∈ S2 ⊂ R3.

Proprietăţi ale diferenţialei 8.10
i) este transformare liniară:

dFP (λX + µY ) = λdFP (X) + µdFP (Y ).

ii) (regula lanţului) dacă S3 este o a treia suprafaţă şi avem G : S2 → S3 netedă atunci:

d(G ◦ F )P = dGF (P ) ◦ dFP . (8.17)

Definiţia 8.11 i) F : S1 → S2 se numeşte difeomorfism dacă este bijecţie şi F, F−1 sunt netede
ı̂n orice punct. În acest caz, spunem că S1 şi S2 sunt difeomerfe.
ii) F se numesţe izometrie ı̂n P dacă este netedă ı̂n P şi invariază formele I-a fundamentale adică:

I2(F (P ))(dFP (X), dFP (Y )) = I1(P )(X,Y ) (8.18)

pentru orice X,Y ∈ TPS1.
iii) F se numeşte izometrie locală dacă pentru orice P ∈ S1 există un deschis D pe S1 cu P ∈ D aşa
ı̂ncât F este izometrie ı̂n orice punct din D. F se numeşte izometrie dacă este izometrie locală şi
difeomorfism.
iv) Suprafeţele S1, S2 se numesc izometrice dacă există o izometrie ı̂ntre ele.
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v) Mulţimea Izom(S) a izometriilor suprafeţei S constituie grup ı̂n raport cu operaţai de compunere
a funcţiilor. Izom(S) se numeşte grupul izometriilor lui S.

Observaţii 8.12 i) Izom(S) este mulţime nevidă deoarece aplicaţia identică 1S este izometrie.
Diferenţiala sa este: d(1S)P = 1TPS .
ii) Izom(xOy) este exact Izom(2) din Definiţia 3.3.
iii) Dat A ∈ O(3) aplicaţia liniară asociată TA : x ∈ R3 → A · x ∈ R3 se restricţionează la o izometrie
a lui S2. Reciproc, dacă f ∈ Izom(S2) atunci există A = Af ∈ O(3) aşa ı̂ncât f = TA.

Exemplu 8.13 Fie S1 planul xOy şi S2 cilindrul x2 + y2 = 1. Considerăm F : S1 → S2,
F (x, y, 0) = (cosx, sinx, y). Avem că F este netedă ı̂n orice punct din S1. Mai mult, F este izometrie
locală deoarece S1 şi S2 au aceeaşi formă fundamentală g = I2. Dar F nu este izometrie globală
deoarece nu este injectivă !

SEMINARUL 8

S8.1 Pe suprafaţa (paraboloid) S : x2 + y2 = 2ρz se dau curbele C1 : x = y, C2 : z = a unde ρ şi
a sunt constante reale strict pozitive. Se cere unghiul θ dintre curbe.

Rezolvare Parametrizăm suprafaţa S : r̄(u, v) = (u, v, 1
2ρ(u

2 + v2)) şi obţinem: E = 1 + u2

ρ2
,

F = uv
ρ2
, G = 1 + v2

ρ2
. Punctul de intersecţie al curbelor este P (

√
ρa,

√
ρa, a) şi deci C1 : u1(t) =

v1(t) = t +
√
ρa. Pentru a doua curbă din u2(t) + v2(t) = 2ρa şi u(0) = v(0) =

√
ρa rezultă

parametrizarea C2 : u2(t) =
√
2ρa cos(π4 − t), v2(t) =

√
2ρa sin(π4 − t). Avem deci derivatele:{

u′1 = v′1 = 1,
u′2(t) =

√
2ρa sin(π4 − t), v′2(t) = −

√
2ρa cos(π4 − t)

ceea ce dă: u′2(0) =
√
ρa, v′2(0) = −√

ρa. Numitorul fractiei (8.9) este:

(1 +
u(0)2

ρ2
)
√
ρa+

u(0)v(0)

ρ2
(−√

ρa+
√
ρa) + (1 +

v(0)2

ρ2
)(−√

ρa) =

√
ρa

ρ2
(u(0)2 − v(0)2)

care este zero datorită ecuaţiei curbei C1. Deci cele două curbe sunt perpendiculare ı̂n punctul de
intersecţie.

S8.2 Pentru suprafaţa S : r̄(u, v) = (u, v, u(1+ v)) se cere unghiul φ dintre curbele de coordonate
respectiv unghiurile θ1, θ2 dintre curba C : u+ v = 0 şi curbele de coordonate.

Rezolvare Se obţine imediat: E = 1 + (1 + v)2, F = u(1 + v), G = 1 + u2. Dacă P (u0, v0)

este punctul generic al lui S atunci din formula (8.10) avem: cosφ = u0(1+v0)√
(1+u20)[1+(1+v20)]

. Punctul de

intersecţie dintre C şi Cu0 este P1(u0,−u0) iar cel dintre C şi Cv0 este P2(−v0, v0).
În cele ce urmează prezentăm o formulă alternativă pentru (8.9). Astfel, dacă cele două curbe ce

se intersectează au tangentele: dr̄ = r̄udu+ r̄vdv, δr̄ = r̄uδu+ r̄vδv atunci unghiul cerut este dat de:

cos θ =
Eduδu+ F (duδv + δudv) +Gdvδv√

Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 ·
√
Eδu2 + Fδuδv +Gδv2

. (8.18)

Revenind la problema dată pentru Cu0 avem: du = 0 iar pentru Cv0 avem dv = 0 ı̂n timp ce C
este dată de δv = −δu. Folosind (8.18) rezultă:

cos θ1 =
Fdvδu+Gdv(−δu)√
Gdv

√
E − 2F +Gδu

=
F −G√

G(E − 2F +G)
=

u0 − 2u20 − 1√
(1 + u20)(4u

2
0 − 4u0 + 3)

respectiv:

cos θ2 =
Eduδu+ Fdu(−δu)√
Edu

√
E − 2F +Gδu

=
E − F√

E(E − 2F +G)
=

2v20 + 3v0 + 2√
(v20 + 2v0 + 2)(4v20 + 4v0 + 3)

.
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S8.3 Pentru S : r̄(u, v) = (u cos v, u sin v, u+ v) se cere unghiul dintre curbele de coordonate.

Rezolvare E = 2, F = 2, G = u2 + 1, cos θ = 1
2(u20+1)

.

S8.4 Pentru suprafaţa S de la Exerciţiul S6.5 se cere forma I-a fundamentală.

Rezolvare Cum r̄u = (cos v, sin v, 1), r̄v = (−u sin v + cos v, u cos v + sin v,−1) rezultă: E = 2,
F = 0, G = u2 + 2.

Prin urmare putem scrie:

I(S) = 2

(
1 0
0 u2 + 1

)
= 2diag(1, u2 + 1).

Conform exerciţiului S7.4 avem că forma I-a a elicoidului Sh este:

I(Sh) =

(
1 0
0 u2 + h2

)
= diag(1, u2 + h2).

Prin urmare avem I(S) = 2I(S(h = 1)). Două suprafeţe cu metricile diferind printr-u factor se
numesc conform echivalente iar două metrici se diferă printr-un factor se numesc conforme, factorul
respectiv fiind factorul de conformalitate.

S8.5 Să se exprime metrica Euclidiană a spaţiului minus originea g = ds2 = dx2 + dy2 + dz2 ı̂n
coordonate sferice.

Rezolvare Legătura dintre coordonatele carteziene (x, y, z) şi coordonatele sferice (ρ, φ, θ) (nu-
mite şi coordonate polare ı̂n spaţiu) este dată de:

x = ρ sinφ cos θ
y = ρ sinφ sin θ
z = ρ cosφ.

Prin calcule rezultă:
ds2 = dρ2 + ρ2dφ2 + ρ2 sin2 dθ2. (8.19)

S8.6 Să se exprime metrica Euclidiană a planului minus originea g = ds2 = dx2+dy2 ı̂n coordonate
polare (r, φ).

Rezolvare Din: x = r cosφ, y = r sinφ rezultă: dx = cosφdr − r sinφdφ şi dy = sinφdr +
r cosφdφ ceea ce implică:

ds2 = dr2 + r2dφ2. (8.20)

Sub această formă, metrica este de tip warped; a se vedea şi exerciţiul 14.4 !

S8.7 Se cere aria şi volumul sferei S(O,R).

Rezolvare Parametrizarea sferei este conform exerciţiului 7.7 şi folosim formula (8.10) cu D =
[0, 2π]× [−π

2 ,
π
2 ]. Din: E = R2 cos2 v, F = 0, G = R2 avem:

A(S(O,R)) = R2

∫ 2π

0
du

(∫ π
2

−π
2

cos vdv

)
= 2πR2 ·

(
sin v|

π
2

−π
2

)
= 2πR2 · (1− (−1)) = 4πR2. (8.21)

Volumul este:

V (S(O,R)) =

∫ R

0
A(S(O, r))dr = 4π ·

∫ R

0
r2dr = 4π · r

3

3
|R0 =

4

3
πR3. (8.22)

Un program C++ cu u = θ şi v = ϕ.
#include”3dframe.CPP”
void draw sphere()
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{
int arr[4];
int rad=1500;
for(double i=0;i<=90;i=i+1)
{
double phi=((3.14159)/180)*i;
for(double j=0;j<90;j=j+0.005)
{
double theta, x, y, z;
theta=((3.14159)/180)*j;
x=rad*cos(theta)*cos(phi);
y=rad*sin(theta)*cos(phi);
z=rad*sin(phi);
putxyz(int(x),-int(y),(int)z,arr,BLUE);
putxyz(int(x),-int(y),-(int)z,arr, BLUE);
putxyz(-int(x),-int(y),(int)z,arr,MAGENTA);
putxyz(-int(x),-int(y),-(int)z,arr,MAGENTA);
}
}
for(i=0;i<=90;i=i+1)
{

double phi=((3.14159)/180)*i;
for(double j=0;j<90;j=j+0.005)
{
double theta, x, y, z;
theta=((3.14159)/180)*j;
x=rad*cos(theta)*cos(phi);
y=rad*sin(theta)*cos(phi);
z=rad*sin(phi);
putxyz(int(x),int(y),(int)z,arr,GREEN);
putxyz(int(x),int(y),-(int)z,arr,GREEN);
putxyz(-int(x),int(y),-(int)z,arr,RED);
putxyz(-int(x),int(y),(int)z,arr,RED);
}
}
}
void main()
{
int gd=DETECT,gm;
initgraph(&gd, &gm,”c:
tc
bgi”);
DRAW3DFRAME();
cleardevice();
draw sphere();
getch();
closegraph();
}
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Forma a II-a fundamentală

Fixăm suprafaţa regulată şi orientabilă S ⊂ R3 şi punctul generic P ∈ S. Din orientabilitate, avem
că aplicaţia N̄ : P ∈ S → N̄(P ) ∈ S2 este continuă şi observăm din expresia sa ı̂ntr-o parametrizare
locală că este chiar diferenţiabilă.

Definiţia 9.1 Funcţia N̄ : S → S2 se numeşte aplicaţia sferică (Gauss) a lui S.

Să observăm că TPS şi TN̄(P )S
2 sunt plane ı̂n spaţiul fizic R3, ambele perpendiculare pe vectorul

N̄(P ) şi deci coincid ! Prin urmare, diferenţiala aoplicaţiei Gauss este: dN̄P : TPS → TN̄(P )S
2 = TPS

şi deci o gândim ca endomorfism liniar al lui TPS.

Definiţia 9.2 Endomorfismul liniar AP : TPS → TPS dat de AP = −dNP se numeşte operatorul
Weingarten sau operatorul shape (formă) al lui S.

Fixăm o parametrizare locală (U,φ) a lui S ı̂n jurul lui P ; deci P = φ(ū0) cu ū0 = (u0, v0) =
(ui0)i=1,2. Vrem imaginea bazei canonice {φ1(ū0), φ2(ū0)} a lui TPS prin dNP . Reamintim că:
i) φ1(ū0) este vectorul tangent ı̂n P la linia parametrică Cv0 : u = u0 + t, v = v0, t ∈ (−ε, ε). Notăm
r̄v0(t) ∈ R3 vectorul generic de poziţie al curbei Cv0 ,
ii) analog φ2(ū0) este vectorul tangent ı̂n P la linia parametrică Cu0 : u = u0, v = v0 + t. Fie
r̄v0(t) ∈ R3 vectorul generic de poziţie al curbei Cu0 .

Propoziţia 9.3 Avem:

dN̄P (φ1(ū0)) = N̄u(ū0), dN̄P (φ2(ū0)) = N̄v(ū0). (9.1)

Demonstraţie Avem:

dN̄P (φ1(ū0)) =
d

dt
(N̄(r̄v0(t)))|t=0 =

d

dt
(N1(u(t), v0), N

2(u(t), v0), N
3(u(t), v0))|t=0 =

= (N1
u(P )u

′(0), N2
u(P )u

′(0), N3
u(P )u

′(0)) = N̄u(P ).

Analog:

dN̄P (φ2(ū0)) =
d

dt
(N̄(r̄u0(t)))|t=0 =

d

dt
(N1(u0, v(t)), N

2(u0, v(t)), N
3(u0, v(t)))|t=0 =

= (N1
v (P )v

′(0), N2
v (P )v

′(0), N3
v (P )v

′(0)) = N̄v(P ).

Deci avem concluzia cerută. 2

Propoziţia 9.4 Operatorul shape este autoadjunct relativ la forma I-a fundamentală.

Demonstraţie Trebuie să verificăm identitatea:

I(P )(AP (X), Y ) = I(P )(X,AP (Y )) (9.2)

45
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pentru orice X,Y ∈ TPS. Din liniaritatea lui AP şi biliniaritatea lui I(P ) rezultă că este sufi-
cientă verificarea lui (9.2) pe perechile: 1) (φ1(ū0), φ1(ū0)), (φ2(ū0), φ2(ū0)), 2) (φ1(ū0), φ2(ū0)), 3)
(φ2(ū0), φ1(ū0). Pe perechile din 1) verificarea este trivială. Pentru perechea din 2) avem, datorită
lui (9.1): {

I(P )(AP (φ1), φ2) = I(P )(−N̄u, φv) = − < N̄u, φv >,
I(P )(φ1, AP (φ2)) = I(P )(φu,−N̄v) = − < φu, N̄v > .

(9.3)

Derivăm relaţiile:

< φu, N̄ >= 0, < φv, N̄ >= 0

prima ı̂n raport cu v iar a doua ı̂n raport cu u:{
< φuv, N̄ > + < φu, N̄v >= 0,
< φvu, N̄ > + < φv, N̄u >= 0.

(9.4)

Datorită comutării φuv = φvu rezultă:

< φu, N̄v >=< φv, N̄u > (9.5)

şi revenind la (9.3) avem egalitatatea cerută. Analog pentru perechea 3). 2

O altă noţiune esenţială ı̂n geometria suprafeţelor este:

Definiţia 9.5 Numim forma a II-a fundamentală a lui S setul de aplicaţii (II(P ))p∈S cu II(P ) :
TPS × TPS → R dată de:

II(P )(X,Y ) = I(P )(AP (X), Y ). (9.6)

Proprietăţi:
i) II(P ) este formă biliniară pe TPS deoarece I(P ) este formă biliniară iar AP este operator liniar,
ii) II(P ) este simetrică datorită relaţiei (9.2),
iii) ı̂n general nu avem pozitiva definire a lui II(P ); deci II(P ) nu este produs scalar asemenea lui
I(P )!

Cu aceleaşi argumente ca ı̂n Cursul 7 avem:

II(P )(X,Y )) = XibijY
j (9.7)

unde b = (bij) ∈ Mn(TPS) este matricea formei II-a fundamentale. Rezultă că putem scrie (9.7)
matriceal:

II(P )(X,Y )) = Xt · b · Y (9.8)

reamintind că vectorii tangenţi X,Y ∈ TPS sunt gânditi pe coloană. Altfel spus, avem:

II(P )(X,Y )) =
(
X1(P ) X2(P )

)
·
(
b11 b12
b21 b22

)
·
(
Y 1(P )
Y 2(P )

)
(9.9)

relaţie ı̂n care pentru simplificarea notaţie am omis dependenţa de P a funcţiilor bij : S → R unde:

bij(P ) = II(P )(φi, φj) = I(P )(AP (φi), φj). (9.10)

Mai precis, funcţiile coeficienţi ai formei II-a fundamentale sunt:
b11 =< AP (φ1), φ1 >e= − < N̄1, φ1 >=< φ11, N̄ >
b12 = b21 =< AP (φ1), φ2 >= − < N̄1, φ2 >=< φ12, N̄ >
b22 =< AP (φ2), φ2 >= − < N̄v, φ2 >=< φ22, N̄ >

(9.11)

unde am folosit deja simetria lui b:

bt = b (9.12)
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şi relaţiile (9.4) respectiv analoagele:{
< φuu, N̄ > + < φu, N̄u >= 0,
< φvv, N̄ > + < φv, N̄v >= 0.

(9.13)

Puem scrie ı̂n mod unitar:

bij =< φij , N̄ > . (9.14)

Notaţia Gauss este:

b11 = L, b12 = b21 =M, b22 = N. (9.15)

SEMINARUL 9

S9.1 Se cere forma a II-a fundamentală pentru S de la S6.5.

RezolvareAvem: N̄ = 1√
2u2+4

(−u cos v−2 sin v,−u sin v+2 cos v, u) şi r̄uu = 0̄, r̄uv = (− sin v, cos v, 0),

r̄vv = (−u cos v − sin v,−u sin v + cos v, 0). Rezultă: L = 0, M =
√

2
u2+2

, N =
√

u2+2
2 .

S9.2 Se cere forma a II-a fundamentală pentru planul S7.2.

Rezolvare Avem: N̄ = ā×b̄
∥ā×b̄∥ şi r̄uu = r̄uv = r̄vv = 0̄. Deci: L =M = N = 0.

S9.3 Se cere forma a II-a fundamentală pentru suprafaţa Enneper S9.3.

Rezolvare Avem: N̄ = 1
1+u2+v2

(−2u, 2v, 1 − u2 − v2) şi r̄uu = 6(−u, v, 1), r̄uv = 6(v, u, 0),
r̄vv = 6(u,−v,−1). Rezultă: L = 6, M = 0, N = −6.

S9.4 Se cere forma a II-a fundamentală pentru elicoidul S7.4.

Rezolvare Avem: N̄ = 1√
u2+h2

(h sin v,−h cos v, u) şi r̄uu = 0̄, r̄uv = (−sinv, cos v, 0), r̄vv =

(−u cos v,−u sin v, 0). Rezultă: L = 0, M = −h√
u2+h2

, N = 0.

S9.5 Se cere forma a II-a fundamentală pentru suprafaţa Monge S7.5.

Rezolvare Avem: N̄ = 1√
p2+q2+1

(−p,−q, 1) şi r̄uu = (0, 0, r), r̄uv = (0, 0, s), r̄vv = (0, 0, t).

Rezultă: L = r√
p2+q2+1

, M = s√
p2+q2+1

, N = t√
p2+q2+1

.

S9.6 Se cere forma a II-a fundamentală pentru paraboloidul hiperbolic S7.6.

Rezolvare Deoarece r = t = 0, s = 1 aplicând exerciţiul precedent avem: L = 0, M = 1√
1+x2+y2

,

N = 0.

S9.7 Se cer cele două forme fundamentale pentru o suprafaţă de rotaţie S având axa Oz ca axă
de rotaţie şi curba meridian ı̂n planul xOz de forma C : x = φ(u), z = ψ(u).

Rezolvare Efectuăm o rotaţie de unghi v ı̂n jurul axei de rotaţie şi obţinem ecuaţia vectorială a
suprafeţelor de rotaţie:

S : r̄(u, v) = (φ(u) cos v, φ(u) sin v, ψ(u)). (9.15)

Avem tabelul:
r̄ x y z
r̄u φ′ cos v φ′ sin v ψ′

r̄v −φ sin v φ cos v 0
r̄uu φ′′ cos v φ′′ sin v ψ′′

r̄uv −φ′ sin v φ′ cos v 0
r̄vv −φ cos v −φ sin v 0

N̄ −ψ′ cos v√
(φ′)2+(ψ′)2

−ψ′ sin v√
(φ′)2+(ψ′)2

φ′√
(φ′)2+(ψ′)2
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de unde rezultă:{
E = (φ′)2 + (ψ′)2, F = 0, G = φ2, EG− F 2 = φ2((φ′)2 + (ψ′)2),

L = φ′ψ′′−φ′′ψ′√
(φ′)2+(ψ′)2

, M = 0, N = φψ′√
(φ′)2+(ψ′)2

.

S9.8 Acceaşi problemă pentru cilindrul circular drept: φ(u) = 1, ψ(u) = Ru cu R > 0.

Rezolvare Din formulele precedente avem: E = R2, F = 0, G = 1, EG− F 2 = R2, L =M = 0,
N = 1. Aplicaţia Gauss este: N̄(u, v) = −(cos v, sin v, 0) şi imaginea sa este cercul S1=ecuatorul lui
S2.

S9.9 Aceeaşi problemă pentru curba meridian C parametrizată canonic.

Rezolvare Din parametrizarea canonică avem: (φ′)2 + (ψ′)2 = 1 şi deci: E = 1, F = 0, G = φ2,
EG− F 2 = φ2, L = φ′ψ′′ − φ′′ψ′, M = 0, N = φψ′.

S9.10 Acceaşi problemă pentru S(O,R) dată de (5.12).

Rezolvare Avem: φ(u) = R cosu, ψ(u) = R sinu şi aplicând formulele de la S9.7 avem: E = R2,
F = 0, G = R2 cos2 u, EG − F 2 = R4 cos2 u, L = R, M = 0, N = R cos2 u. Aplicaţia Gauss a sferei
este:

N̄(u, v) = −(cosu cos v, cosu sin v, sinu)

şi se observă că nu depinde de raza sferei. Este exact aplicaţia antipodală şi imaginea este toată sfera
S2.

S9.11 Aceeaşi problemă pentru pseudosfera: φ(u) = R sinu, ψ(u) = R(cosu+ ln tg u2 ).

Rezolvare E = R2ctg2u, F = 0, G = R2 sin2 u, EG − F 2 = R4 cos2 u, L = −Rctgu, M = 0,
N = R sinu cosu. Aplicaţia Gauss este: N̄(u, v) = (− cosu cos v,−cosu sin v, sinu).

S9.12 Acceaşi problemă pentru tor: φ(u) = R+ r cosu, ψ(u) = r sinu.

Rezolvare E = r2, F = 0, G = (R + r cosu)2, EG − F 2 = r2(R + r cosu)2, L = r, M = 0,
N = cosu(R+ r cosu). Cum u, v ∈ [0, 2π] aria torului este:

A(T (r,R)) = r

∫ 2π

0
dv ·

∫ 2π

0
(R+ r cosu)du = 2πr · (Ru+ r sinu)|2π0 = 2πr · 2πR = 4π2rR (9.16)

exact aria pătratului de laturi: 2πr şi 2πR sau ı̂ncă, aria cilindrului de lungime 2πR şi rază r. Volumul
torului este:

V (T (r,R)) =

∫ r

0
A(T (t, R))dt = 2π2R ·

∫ r

0
2tdt = 2π2R · t2|r0 = 2π2Rr2. (9.17)

S9.13 Acceaşi problemă pentru conul circular: φ(u) = u, ψ(u) = Ru.

Rezolvare E = 1 + R2, F = 0, G = u2, EG − F 2 = (1 + R2)u2, L = M = 0, N = Ru√
1+R2

.

Aplicaţia Gauss este:

N̄(u, v) =

(
− R cos v√

R2 + 1
,− R sin v√

R2 + 1
,

1√
R2 + 1

)
deci a treia componentă zN este o constantă (evident subunitară) şi x2N + y2N = R2

R2+1
=constant. Deci

imaginea aplicaţiei Gauss constă ı̂ntr-un cerc pe S2 la cota zN = 1√
R2+1

.

S9.14 Acceaşi problemă pentru catenoid: φ(u) = R coshu, ψ(u) = Ru.

Rezolvare E = G = R2 cosh2 u, F = 0, EG−F 2 = R4 cosh4 u, L = −N = −R,M = 0. Aplicaţia
Gauss este:

N̄(u, v) =

(
− cos v

coshu
,− sin v

coshu
,
sinhu

coshu

)
.
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Curbura normală. Curburi principale.
Curbura medie şi totală

Fixăm suprafaţa regulată şi orientabilă S ⊂ R3 şi punctul generic P ∈ S. Deci, avem ı̂n punctul P
formele fundamentale: I(P ), II(P ). Fie 0P vectorul nul din spaţiul tangent TPS.

Definiţia 10.1 Funcţia kP : TPS \ {0P } → R dată de:

kP (X) =
II(P )(X,X)

I(P )(X,X)
(10.1)

se numşte curbura normală a lui S ı̂n P .

Fixăm (U,φ) o parametrizare locală a lui S ı̂n jurul lui P ; deci P = φ(ū) cu ū = (u, v) = (u1, u2) =
(ui)i=12. Dacă X = X1φ1 +X2φ2 atunci:

kP (X) =
bij(ū)X

iXj

gij(ū)XiXj
=

b11(ū)(X
1)2 + 2b12(ū)X

1X2 + b22(ū)(X
2)2

g11(baru)(X1)2 + 2g12(ū)X1X2 + g22(ū)(X2)2
. (10.2)

Din această relaţie rezultă o proprietate importantă a curburii normale şi anume invarianţa la scalări
X → λX cu λ număr real nenul:

kP (λX) = kP (X). (10.3)

Prin urmare, putem considera kP ca fiind de fapt funcţia kP : S(TPS) → R:

kP (X) = II(P )(X,X) (10.4)

unde S(TPS) este sfera unitate din spaţiul vectorial euclidian (TPS, I(P )) i.e. S(TPS) = {X ∈
TPS; I(P )(X,X) = 1}. Rezultă că S(TPS) este o mulţime mărginită şi ı̂nchisă ı̂n TPS ≃ R2; deci
S(TPS) este o mulţime compactă! Reamintim un rezultat de Topologie: o funcţie continuă pe un
compact este mărginită şi ı̂şi atinge marginile! În concluzie, există k1=minimul funcţiei continue kP
şi k2=maximul lui kP .

Definiţia 10.2 Numerele reale k1, k2 se numesc curburile principale ale lui S ı̂n P .

Un mod de caracterizare a curburilor pricipale este următorul: am demonstrat ı̂n Cursul precedent
că operatorul shape AP = −dNP este autoadjunct relativ la produsul scalar I(P ). Un rezultat foarte
important al Algebrei Liniare spune că un operator liniar autoadjunct A : (Rn, g) → (Rn, g) determină
o bază g-ortonormată {e1, ..., en} ı̂n (Rn, g) formată din vectori proprii: A(ei) = λiei, i = 1, ..., cu
(λi) valori proprii reale pentru A.

Prin urmare, AP admite vectorii proprii e1, e2 ∈ S(TPS) cu I(P )(ei, ej) = δij şi corespunzător,
valorile proprii λ1, λ2: AP (ei) = λiei. Presupunem λ1 ≤ λ2.

Cum {e1, e2} este o bază ı̂n TPS rezultă că orice X ∈ S(TPS) se descompune ı̂n mod unic:

X = cos θe1 + sin θe2 (10.5)
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unde θ este unghiul orientat dintre X şi e1. Rezultă:

kP (X) = II(P )(X,X) = I(P )(cos θe1 + sin θe2, AP (cos θe1 + sin θe2))

şi deci:
kP (X) =< cos θe1 + sin θe2, cos θλ1e1 + sin θλ2e2 >= λ1 cos

2 θ + λ2 sin
2 θ. (10.6)

Propoziţia 10.3 Funcţia f : [0, π], f(θ) = λ1 cos
2 θ + λ2 sin

2 θ admite pe λ1 ca minim şi λ2 ca
maxim.

Demonstraţie Avem: f ′(θ) = −λ12 cos θ sin θ+λ22 sin θ cos θ = (λ2−λ1) sin 2θ şi ecuaţia f ′(θ) =
0 admite soluţiile θ1 = 0, θ2 =

π
2 . Rezultă că:

i) minimul lui f corespunde lui θ1 şi f(0) = λ1,
ii) maximul lui f corespunde lui θ2 şi f(π2 ) = λ2. Avem deci concluzia. 2

Corolarul 10.4 k1 este valoarea proprie minimă a lui AP iar k2 este valoarea proprie maximă a
lui AP .

Avem deci: AP (e1) = k1e1 şi AP (e2) = k2e2.

Definiţia 10.5 Vectorii proprii ai lui AP , e1, e2 ∈ S(TPS) se numesc direcţiile principale ale lui
S ı̂n P .

Curburile principale permit o clasificare a punctelor unei suprafeţe:

Definiţia 10.6 Punctul P ∈ S se numeşte:
1) umbilical dacă k1 = k2 ̸= 0 şi planar dacă k1 = k2 = 0,
2) eliptic dacă k1 ·k2 > 0, hiperbolic dacă k1 ·k2 < 0 şi parabolic dacă k1 ·k2 = 0 dar una din curburile
principale este nenulă.

Noţiunile introduse ı̂n definiţia următoare sunt fundamentale ı̂n teoria suprafeţelor:

Definiţia 10.7 Numim:
1) curbura medie funcţia pe S:

H =
k1 + k2

2
(10.7)

Suprafaţa S o numim minimală dacă are H ≡ 0.
2) curbura totală sau Gauss funcţia pe S:

K = k1 · k2. (10.8)

Suprafaţa S o numim plată dacă are K ≡ 0.

Pentru determinarea acestor curburi reamintim, conform Corolarului 10.4, că k1, k2 sunt exact
valorile prorii ale operatorului shape AP . Prin urmare, ele sunt soluţiile ecuţiei caracteristice:

det(II(P )− λI(P )) = 0. (10.9)

Avem deci:
L− λE M − λF
M − λF N − λG

= 0

sau, prin dezvoltare:
(L− λE)(N − λG)− (M − λF )2 = 0.

Un calcul imediat dă ecuaţia finală a curburilor principale:

(EG− F 2)λ2 − (LG−MF +NE)λ+ (LN −M2) = 0 (10.10)

iar forumulele Viete dau concluzia:

H(P ) =
LG−MF +NE

2(EG− F 2)
(P ), K(P ) =

LN −M2

EG− F 2
=

det II(P )

det I(P )
. (10.11)
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Invers, dacă ştim H şi K atunci curburile principale sunt soluţiile ecuaţiei:

λ2 − 2Hλ+K = 0. (10.12)

Această ecuaţiie având soluţiile reale va avea discriminantul pozitiv şi deci:

H2 −K ≥ 0 (10.13)

iar soluţiile sunt:

k1,2 = H ∓
√
H2 −K. (10.14)

De asemeni, deoarece expresia operatorului shape ı̂n raport cu baza {e1, e2} este:

AP =

(
k1 0
0 k2

)
(10.15)

obţinem:

H(P ) =
1

2
TrAP , K(P ) = detAP . (10.16)

O caracterizare a tipurilor de puncte este:

Propoziţia 10.8 Punctul P ∈ S este:
1) eliptic dacă şi numai dacă K(P ) > 0 şi parabolic dacă şi numai dacă K(P ) = 0,
2) hiperbolic dacă şi numai dacă K(P ) < 0,

3) umbilical dacă şi numai dacă b11(P )
g11(P ) =

b12(P )
g12(P ) =

b22(P )
g22(P ) = k1(= k2).

Demonstraţie Echivalenţele 1)-2) sunt evidente din definiţia lui K. Să arătăm 3). Avem ı̂n
general: k1 ≤ kP (X) ≤ k2 pentru orice X ∈ TPS \{0P }. Deci ı̂ntr-un punct umbilical funcţia curbură
normală este constant egală cu k1. Pentru X = r̄u obţinem: b11(P ) = k1g11(P ) iar pentru X = r̄v
obţinem b22(P ) = k1g22(P ). Revenind apoi la kP (X) ≡ k1 rezultă b12(P )X

1X2 = k1g12(P )X
1X2

pentru orice pereche (X1, X2) de unde obţinem concluzia. 2

SEMINARUL 10

Se cer curburile suprafeţelor următoare:

S10.1 de la S9.1.

Rezolvare K = −1
(u2+2)2

deci toate punctele sunt hiperbolice.

S10.2 de la S9.2.

Rezolvare K = H = 0. Toate punctele sunt planare şi parabolice.

S10.3 de la S9.3.

Rezolvare H = 0, K = −4
9(u2+v2+1)2

. Toate punctele sunt hiperbolice. Suprafaţa Enneper este

minimală. Ecuaţia (10.10) a curburilor principale devine: [2−3λ(1+u2+v2)][2+3λ(1+u2+v2)] = 0
deci avem curburile principale: k1,2 =

±2
3(1+u2+v2)

.

S10.4 de la S9.4.

Rezolvare H = 0, K = −h2
(u2+h2)2

. Toate punctele sunt hiperbolice. Elicoidul este o suprafaţă

minimală. În fapt, pentru elicoid ecuaţia (10.10) a curburilor principale este: (u2+h2)λ2− h2

u2+h2
= 0

şi deci avem curburile principale: k1,2 =
±h

u2+h2
.

S10.5 de la S9.5.

Rezolvare H = (1+p2)t−2pqs+(1+q2)r

2(1+p2+q2)
3
2

, K = rt−s2
(1+p2+q2)2

S10.6 de la S9.6.
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Rezolvare H = −2xy

(1+x2+y2)
3
2
, K = −1

(1+x2+y2)2
. Toate punctele sunt hiperbolice.

S10.7 de la S9.7.

Rezolvare H = ψ′((φ′)2+(ψ′)2)+φ(φ′ψ′′−φ′′ψ′)

2φ((φ′)2+(ψ′)2)
3
2

, K = ψ′(φ′ψ′′−φ′′ψ′)
φ((φ′)2+(ψ′)2)2 .

S10.8 de la S9.8.

Rezolvare H = 1
2 , K = 0. Toate punctele sunt parabolice. Cilindrul circular drept este o

suprafaţă plată. Ecuaţia (10.10) a curburilor principale devine: λ(1 − λ) = 0 deci avem curburile
principale: k1 = 0, k2 = 1.

S10.9 de la S9.9.

Rezolvare H = ψ′

2φ + φ′ψ′′−φ′′ψ′

2 , K = ψ′(φ′ψ′′−φ′′ψ′)
φ .

S10.10 de la S9.10.

Rezolvare H = 1
R , K = 1

R2 . Toate punctele sunt eliptice. Sfera are curbura medie constantă
şi curbura totală constantă pozitivă! Ecuaţia (10.10) devine (1 − λR)2 = 0 deci avem curburile
principale: k1 = k2 =

1
R şi toate punctele sunt ombilicale!

S10.11 de la S9.11.

Rezolvare H = ctg2u
R , K = − 1

R2 . Toate punctele sunt hiperbolice. Pseudosfera are curbura
constantă negativă!

S10.12 de la S9.12.

Rezolvare H = R+2r cosu
2r(R+r cosu) , K = cosu

r(R+r cosu) .

S10.13 de la S9.13.

Rezolvare H = R
2u

√
1+R2

, K = 0. Deci conul circular este suprafaţă plată.

S10.14 de la S9.14.

Rezolvare H = 0, K = − 1
R2 cosh4 u

. Deci catenoidul este suprafaţă minimală şi are curbura ne-

gativă dar neconstantă. În fapt, există doar două suprafeţe minimale de rotatie: planul şi catenoidul!
Putem determina curburile principale din ecuaţia (10.10) care devine:

(R− λR2 cosh2 u)(R+ λR2 cosh2 u) = 0. Deci: k1,2 =
±1

R cosh2 u
.

S10.15 banda lui Möbius S : r̄(u, v) = (cosu(1 + v sin u
2 ), sinu(1 + v sin u

2 ), v cos
u
2 ).

Rezolvare E = (1 + v sin u
2 )

2 + v2

4 , F = 0, G = 1.
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Derivata covariantă pe o suprafaţă.
Simbolii Christoffel

Fixăm suprafaţa regulată, orientabilă şi scufundată S : r̄ = φ̄(u, v), (u, v) ∈ U ⊆ R2 şi punctul generic
P (u0, v0) ∈ S. Fie funcţia f : S → R gândită ca f(P ) = f(u, v) deci ca f : U ⊆ R2 → R. Asemănător
Definiţiei 8.5 introducem:

Definiţia 11.1 f se numeşte netedă dacă este infinit derivabilă parţial ı̂n raport cu variabilele u
şi v. Fie C∞(S) mulţimea acestor funcţii netede numite de câtre fizicieni câmpuri scalare.

Observaţia 11.2 C∞(S) este inel comutativ relativ la operaţiile de adunare şi ı̂nmulţire.

Fixâm acum X ∈ TPS şi două curbe pe S, reprezentanţi pentru X ca ı̂n Cursul 5, ci(t) =

(ui(t), vi(t)), t ∈ (−ε, ε), i = 1, 2. Deci ci(0) = (u0, v0) şi dci

dt (0) = (X1, X2) dacă X = X1r̄u(P ) +
X2r̄v(P ). Prin urmare:

du1

dt
(0) =

du2

dt
(0) = X1,

dv1

dt
(0) =

dv2

dt
(0) = X2. (11.1)

Următorul rezultat arată independenţa derivatei unui câmp scalar f de-a lungul curbelor ce-l reprezintă
pe X:

Propoziţia 11.3 În condiţiile precedente avem: (f ◦ c1)′(0) = (f ◦ c2)′(0).

Demonstraţie Fie Fi : (−ε, ε) → R funcţia netedă (fiind compunere de funcţii netede) Fi(t) =
(f ◦ ci)(t) = f(ui(t), vi(t)). Avem Fi(0) = f(P ) şi prin derivare compusă obţinem:

F ′
i (0) =

∂f

∂u
(P )

dui

dt
(0) +

∂f

∂v
(P )

dvi

dt
(0).

Datorită relaţiilor (11.1) avem concluzia: F ′
1(0) = F ′

2(0). 2

Acest rezultat permite introducerea următoarei noţiuni fundamentale:

Definiţia 11.4 Pentru f ∈ C∞(S) şi X ∈ TPS numim derivata direcţională a lui f ı̂n P ∈ S
relativ la direcţia X numărul real:

∇̃Xf = (f ◦ c)′(0) (11.2)

unde c : (−ε, ε) → S este o curbă pe S prin P cu c′(0) = X.

Proprietăţile acestui număr sunt date de:

Propoziţia 11.5 Fie X,Y ∈ TPS, λ, µ ∈ R şi f, f1, f2 ∈ C∞(S). Atunci:
i) ∇̃λX+µY f = λ∇̃Xf + µ∇̃Y f ,
ii) ∇̃X(λf1 + µf2) = λ∇̃Xf1 + µ∇̃Xf2,
iii) (Leibniz) ∇̃X(f1f2) = ∇̃Xf1 · f2(P ) + f1(P ) · ∇̃Xf2.

În contrapartidă cu noţiunea de câmp scalar introducem şi:
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Definiţia 11.6 Numim câmp vectorial pe S o aplicaţie Z : S → R3 constituită din 3 câmpuri
scalare: Z = (Z1, Z2, Z3).

Dacă ı̂n particular avem că Z(P ) ∈ TPS pentru orice P ∈ S reobţinem noţiunea de câmp vectorial
tangent la S din Definiţia 6.4ii). Extindem derivata direcţională la câmpuri vectoriale:

Definiţia 11.7 Dat X ∈ TPS şi câmpul vectorial Z pe S numim derivata direcţională a lui Z ı̂n
P relativ la direcţia X ansamblul:

∇̃XZ = (∇̃XZ
1, ∇̃XZ

2, ∇̃XZ
3). (11.3)

Proprietăţile acestei derivate sunt date de:

Propoziţia 11.8 Fie X,Y ∈ TPS, λ, µ ∈ R, f ∈ C∞(S) şi câmpurile vectoriale Z, W . Avem:
i) ∇̃λX+µY Z = λ∇̃XZ + µ∇̃Y Z,
ii) ∇̃X(λZ + µW ) = λ∇̃XZ + µ∇̃XW ,
iii) (Leibniz) ∇̃X(fZ) = ∇̃Xf · Z(P ) + f(P ) · ∇̃XZ,
iv) (compatibilitatea cu metrica euclidiană)

∇̃X(< Z,W >)(P ) =< ∇̃XZ,W (P ) > + < Z(P ), ∇̃XW > . (11.4)

Ultimul tip de derivare după o direcţie se aplică câmpurilor vectoriale tangente la S adică ele-
mentelor din X (S). Să observăm că avem descompunerea ı̂n sumă directă:

TPR3 = TPS ⊕NP (11.5)

termenii sumei fiind chiar ortogonali relativ la produsul scalar euclidian. Relativ la această descop-
unere introducem proiectorii (ortogonali):

πTP : TPR3 → TPS, πNP : TPR3 → NP (11.6)

şi obţinem următorul concept fundamental:

Definiţia 11.9 Dat X ∈ TPS şi Z ∈ X (S) descompunerea ortogonală:

∇̃XZ = ∇P
XZ +BP (X,Z) = πTP (∇̃XZ) + πNP (∇̃XZ) (11.7)

se numeşte formula Gauss. Aplicaţia ∇P : TPS ×X (S) → TPS se numeşte derivata covariantă a lui
Z ı̂n P relativ la direcţia X. Setul de aplicaţii ∇ : X (S)× X (S) → X (S) dat de ∇ = (∇P )P∈S se
numeşte conexiunea Levi-Civita a lui S.

Să observăm că derivata Levi-Civita o gândim astfel: (X,Z) ∈ X (S) × X (S) → ∇XZ ∈ X (S)
unde ∇XZ : P ∈ S → ∇P

X(P )Z ∈ TPS!

În continuare să particularizăm formulele obţinute la X element al bazei Gauss {φu(P ), φv(P )}
a lui TPS. Conform discuţiei din Cursul 6 avem că φu(P ) este vectorul tangent ı̂n P la curba
Cv0 : u = u(t), v = const = v0 cu u(0) = u0 şi u′(0) = 1. Prin urmare avem:

∇̃φu(P )f = (f ◦ Cv0)′(0) =
df

dt
(u(t), v0)|t=0 =

∂f

∂u
(P )u′(0) =

∂f

∂u
(P ). (11.8)

Absolut analog:

∇̃φv(P )f =
∂f

∂v
(P ) (11.9)

şi deci putem remarca următoarele:
i) cu o globalizare de tipul celei considerate la derivata Levi-Civita putem nota:

∇̃φuf =
∂f

∂v
, ∇̃φvf =

∂f

∂v
. (11.10)



Cursul 11 55

ii) putem renota formal:

φu =
∂

∂u
, φv =

∂

∂v
. (11.11)

Pentru derivata direcţională pe câmpuri vectoriale obţinem deci:

∇̃φi(P )Z =

(
∂Z1

∂ui
(P ),

∂Z2

∂ui
(P ),

∂Z3

∂ui
(P )

)
. (11.12)

Să observăm că proiectorul normal are expresia foarte simplă:

πNP (Z(P )) =< Z(P ), N̄(P ) > (11.13)

şi atunci putem calcula uşor BP (φi(P ) =
∂
∂ui
, Z) pentru Z = φj :

BP (φi(P ), φj) =< ∇̃φi(P )φj , N̄(P ) >=<
φj
∂ui

(P ), N̄(P ) >=< φij(P ), N̄(P ) >

şi o comparaţie cu relaţiile (9.11) conduce la faptul că BP = II(P ). În concluzie, formula Gauss se
poate globaliza la:

∇̃XZ = ∇XZ + II(X,Z) (11.14)

pentru orice pereche (X,Z) ∈ X (S)!

Pentru acceaşi pereche (X = φi, Z = φj) formula Gauss devine:

φij = ∇φiφj + bijN̄ (11.15)

şi descompunerea generică a primului termen din membrul drept este:

∇φiφj = Γkφk (11.16)

cu Γ... funţii netede pe S.

Definiţia 11.10 Funcţiile Γ... se numesc simbolii Christoffel ai lui S.

Să observăm că derivatele parţiale comută φij = φji şi atunci datorită relaţiei (11.16) avem
comutarea simbolurilor Christoffel ı̂n raport cu indicii inferiori:

Γkij = Γkji. (11.17)

Pentru a determina expresia acestor funcţii vom folosi compatibilitatea cu metrica din Propoziţia
11.8:

∇̃φi(< φj , φk >) =< ∇̃φiφj , φk > + < φj , ∇̃φiφk >

care devine:
∂gjk
∂ui

= Γaijgak + Γakigja. (11.18i)

(̂In membrul drept aveam şi componente normale dar acestea sunt ortogonale cu r̄. deci produsele
scalare respective sunt nule.) Facem permutarea ciclică a indicilor i, j, k şi operaţia (11.18j) +
(11.18k)− (11.18i) conduce la expresia finală:

∂gik
∂uj

+
∂gji
∂uk

−
∂gjk
∂ui

= 2Γajkgai

ceea ce produce cu interschimbarea a↔ i:

Γijk =
gia

2

(
∂gak
∂uj

+
∂gja
∂uk

−
∂gjk
∂ua

)
. (11.19)



56 M. Crâşmăreanu

O formulă ce unifică calculele este:(
Γ1
ij

Γ2
ij

)
=

1

2

(
g11 g12
g12 g22

)−1

·

(
∂g1j
∂ui

+ ∂gi1
∂uj

− ∂gij
∂u1

∂g2j
∂ui

+ ∂gi2
∂uj

− ∂gij
∂u2

)
. (11.20)

Deci: (
Γ1
11

Γ2
11

)
=

(
g11 g12
g12 g22

)−1

·
(

1
2
∂g11
∂u1

∂g12
∂u1

− 1
2
∂g11
∂u2

)
(

Γ1
12

Γ2
12

)
=

(
g11 g12
g12 g22

)−1

·
(

1
2
∂g11
∂u2

1
2
∂g22
∂u1

)
(

Γ1
22

Γ2
22

)
=

(
g11 g12
g12 g22

)−1

·
( ∂g12

∂u2
− 1

2
∂g22
∂u1

1
2
∂g22
∂u2

)
. (11.21)

Definiţia 11.11 i) Croşetul Lie pe suprafaţa S este aplicaţia: [·, ·] : X (S)2 = X (S)× X (S) →
X (S):

[X,Y ] = [X,Y ]i
∂

∂ui
(11.22)

unde:

[X,Y ]i = X(Y i)− Y (Xi) = Xa∂Y
i

∂ua
− Y a∂X

i

∂ua
. (11.23)

ii) Tensorul de curbură al conexiunii Levi-Civita este aplicaţia R : X (S)3 → X (S):

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z. (11.24)

Se obţine imediat că R este un câmp tensorial de tip (1, 3) având componentele locale:

R

(
∂

∂ui
,
∂

∂uj

)
∂

∂ul
= Rkijl

∂

∂uk
(11.25)

unde:

Rkijl =
∂Γkjl
∂ui

−
∂Γkil
∂uj

+ ΓajlΓ
k
ai − ΓailΓ

k
aj . (11.26)

Se arată (a se vedea Cursul următor) că:

K =
1

EG− F 2

[
g11R

1
122 + g12R

2
122

]
. (11.27)

Această relaţie foarte importantă determină introducerea tensorului covariant de curbură
R : X (S)4 → C∞(S):

R(X,Y, Z,W ) = g(R(X,Y )Z,W ) (11.28)

având componentele locale:

Rijkl = g

(
R(

∂

∂ui
,
∂

∂uj
)
∂

∂uk
,
∂

∂ul

)
. (11.29)

Cu (11.25) obţinem:
Rijkl = Raijkgal (11.30)

iar formula curburii totale devine:

K =
R1221

detg
. (11.31)

Relaţia (11.18i) exprimă local faptul că conexiunea Levi-Civita este metrică adică derivata cova-
riantă ∇g este nulă sau ı̂ncă ∇Xg = 0 pentru orice X ∈ X (S) unde:

(∇Xg)(Y, Z) := X(g(Y,Z))− g(∇XY, Z)− g(Y,∇XZ). (11.32)
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S11.1 Fie ∇g conexiunea Levi-Civita a metricii g şi constanta reală c > 0. Să se arate că:
∇cg = ∇g

Rezolvare Rezultă imediat din expresia (11.19) a simbolurilor Christoffel.

S11.2 Spunem că S este rapotată la coordonate polare geodezice dacă forma I-a fundamentală este
g(r, φ) = dr2 +G(r, φ)dφ2. Se cer simbolii Christoffel şi curbura Gauss.

Rezolvare Singurii nenuli sunt: Γ1
22 = −1

2
∂G
∂r , Γ

2
12 = Γ2

21 = 1
2G

∂G
∂r , Γ

2
22 = 1

2G
∂G
∂φ . Din (11.27)

avem:

K =
1

G
R1

122 =
1

G

[
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+ Γa22Γ

1
a1 − Γa12Γ

1
a2

]
=

1

G

[
−1

2
Grr − Γ2

12Γ
1
22

]
= − 1

G

[
−1

2
Grr +

1

4G
G2
r

]
cu expresia finală:

K =
1

4G2

[
G2
r − 2GGrr

]
. (11.33)

O concluzie interesantă este aceea că pentru K nu avem nevoie de derivatele ı̂n raport cu φ ale lui G.

S11.3 Să se aplice calculul precedent la elicoid.

Rezolvare Avem G(r = u, φ = v) = u2 + h2 şi rezultă că singurii nenuli sunt: Γ1
22 = −u,

Γ2
12 = Γ2

21 =
u

u2+h2
. Avem:

K =
1

4(u2 + h2)2
[
(2u)2 − 2(u2 + h2)2

]
=

1

(u2 + h2)2
[
u2 − (u2 + h2)

]
=

−h2

(u2 + h2)2

ı̂n acord cu exerciţiul 10.4.

S11.4 O parametrizare a lui S pentru care g11 = g22 = 1 şi g12 = cosφ cu φ = φ(u, v) se numeţe
reţea Ceb̂ışev. Se cer simbolii Christoffel.

Rezolvare

(
Γ1
11

Γ2
11

)
= 1

sinφ

(
cosφ∂φ∂u
−∂φ
∂u

)
,

(
Γ1
22

Γ2
22

)
= 1

sinφ

(
−∂φ
∂v

cosφ∂φ∂v

)
şi restul nuli. Din (11.27)

avem:

K =
1

sin2 φ

[
R1

122 + cosφR2
122

]
.

unde:

R1
122 =

∂Γ1
22

∂u
− ∂Γ1

12

∂v
+ Γa22Γ

1
a1 + Γa22Γ

1
a1 = − ∂

∂u

(
φv
sinφ

)
+ Γ1

22Γ
1
11 = − φuv

sinφ

R2
122 =

∂Γ2
22

∂u
− ∂Γ2

12

∂u
+ Γ1

22Γ
2
11 − Γa12Γ

2
a2 =

cosφφuv
sinφ

.

În concluzie:

K =
φuv

sin3 φ

[
−1 + cos2 φ

]
=

−φuv
sinφ

. (11.34)

S11.5 Se cere curbura Gauss a sferei S(O,R).

Rezolvare Metrica sferei este: g = R2du2 +R2 cos2 udv2 şi cu relaţia (11.27) avem:

K =
R2

R4 cos2 u
=

R1
122

R2 cos2 u
=

1

R2 cos2 u

[
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+ Γa22Γ

1
a1 − Γa12Γ

1
a2

]
.

Dar singurii simboli Christoffel nenuli sunt: Γ2
12 = − sinu

cosu şi Γ1
22 = sinu cosu ceea ce dă:

K =
1

R2 cos2 u

[
cos2 u− sin2 u+

sinu

cosu
sinu cosu

]
=

1

R2
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ı̂n acord cu exerciţiul S10.10!

S11.6 Se cere curbura Gauss a catenoidului

Rezolvare Din S9.14 avem metrica g = R2 cosh2 u(du2 + dv2) şi din (11.27) rezultă:

K =
R1

122

R2 cosh2 u
=

1

R2 cosh2 u

[
∂Γ1

22

∂u1
− ∂Γ1

12

∂u2
+ Γa22Γ

1
a1 − Γa12Γ

1
a2

]
.

Singurii simboli Christoffel nenuli sunt: Γ1
11 = −Γ1

22 = Γ2
12 =

sinhu
coshu şi deci:

K =
1

R2 cosh2 u

[
− 1

cosh2 u
−
(
sinhu

coshu

)2

+

(
sinhu

coshu

)2
]
= − 1

R2 cosh4 u

analog cu rezultatul de la S10.14.

Definiţia 11.11 Câmpul X ∈ X (S) se numeşte covariant constant dacă ∇X = 0 i.e. ∇YX = 0
pentru orice Y ∈ X (S).

S11.7 Să se arate că norma lui X i.e. fX =
√
g(X,X) este constantă.

Rezolvare E suficient să arătăm că f2X este constantă. Avem din metricitatea (11.28):

0 = (∇Y g)(X,X) = Y (f2X)− 2g(∇YX,X) = Y (f2X)− 0 = Y (f2X).

În particular, spunem că X este paralel de-a lungul curbei γ : I → S dacă ∇γ′X = 0. Acest rezultat
spune că norma unui câmp paralel este constantă de-a lungul curbei.

Definiţia 11.12 Fie funcţia netedă pe o suprafaţă f : S → R. Laplacianul lui f este funcţia pe
S:

∆f = gij
(

∂2f

∂ui∂uj
− Γkij

∂f

∂uk

)
. (11.35)

Ecuaţia: ∆f = 0 se numeşte ecuaţia Laplace pe S iar o soluţie o numim funcţie armonică pe S.

Prin urmare, ecuaţia Laplace este:

G
(
f11 − Γk11fk

)
− 2F

(
f12 − Γk12fk

)
+ E

(
f22 − Γk22fk

)
= 0. (11.36)

Exemplul 11.13 În planul fără origine cu metrica warped dată de coordonatele polare ecuaţia
Laplace pentru o funcţie radial simetrică f = f(r) este:

r2frr + rfr = 0 (11.37)

cu soluţia generală: fa,b(r) = a ln r + b, a şi b fiind constante reale.

Exemplul 11.14 Pe sfera S(O,R) folosim exerciţiul 11.5; ecuaţia Laplace este:

cos2 ufuu + fvv − sinu cosufu = 0. (11.38)

Să căutăm soluţii f = f(u); avem ecuaţia (cosuf ′)′ = 0 şi deci:

f ′(u) =
C

cosu
=⇒ f(u) = C ln

(
sinu+ 1

cosu

)
= C ln

tan u
2 + 1

tan u
2 − 1

.



Cursul 12

Teorema Egregium şi teorema
fundamentală a suprafeţelor

Fixăm suprafaţa regulată, orientabilă, scufundată S : r̄ = φ(u, v), (u, v) ∈ U ⊆ R2. Reamintim din
Cursul precedent formula Gauss:

φij = Γkijφk + bijN̄ . (12.1)

Urmărim stabilirea unei formule asemănătoare pentru gradientul versorului normalei: ∇N̄ = ( ∂N̄
∂u1

, ∂N̄
∂u2

) =
(N̄1, N̄2):

N̄k = Askφs +BkN̄ (12.2)

coeficienţii din această relaţie urmând a fi determinaţi. Pentru aflarea celui de al doilea coeficient
ı̂nmulţim scalar (12.2) cu N̄ şi avem:

Bk =< N̄k, N̄ >

şi deci:

2Bk =< N̄k, N̄ > + < N̄, N̄k >=
∂

∂uk
(< N̄, N̄ >) =

∂1

∂uk
= 0.

Vedem astfel o motivaţie pentru alegerea normalei ca versor. Pentru aflarea primului coeficient
ı̂nmulţim scalar cu r̄t:

< N̄k, φt >= Ask < φs, φt >= Askgst.

Comparând cu relaţia (9.4) rezultă:

−bkt = Askgst

şi ı̂n mulţim acum cu gtj :

−gtjbtk = Askgstg
tj = Askδ

j
s = Ajk.

În concluzie, relaţia (12.2) devine formula Weingarten:

N̄k = (−gjtbtk)φj . (12.3)

Perechea de relaţii (FG) = (12.1), (FW ) = (12.3) constituie formulele fundamentale ale teoriei
suprafeţelor.

Teorema 12.1 Ecuaţiile fundamentale ale teoriei suprafeţelor sunt:
I) (EG) ecuaţia Gauss

det II = g1j

[
∂Γj22
∂u1

− ∂Γj21
∂u2

+ (Γk22Γ
j
k1 − Γk21Γ

j
k2)

]
. (12.4)

II) (EC) ecuaţiile Codazzi {
∂b12
∂u1

− ∂b11
∂u2

+ (Γk12bk1 − Γk11bk2) = 0
∂b22
∂u1

− ∂b21
∂u2

+ (Γk22bk1 − Γk21bk2) = 0.
(12.5)

59
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Demonstraţie Derivăm formula Gauss ı̂n raport cu uk:

φijk =
∂Γ1

ij

∂uk
φ1 + Γ1

ijφ1k +
Γ2
ij

∂uk
φ2 + Γ2

ijφ2k +
∂bij
∂uk

N̄ + bijN̄k

şi folosim din nou (FG) + (FW ):

φijk =
∂Γ1

ij

∂uk
φ1 +

∂Γ2
ij

∂uk
φ2 +

∂bij
∂uk

N̄ + Γ1
ij(Γ

1
1kφ1 + Γ2

1kφ2 + b1kN̄) + Γ2
ij(Γ

1
2kφ1 + Γ2

2kφ2 + b2kN̄)+

+bij(−g1sbskφ1 − g2sbskφ2).

Regrupăm după vectorii reperului Gauss:

φijk =

(
∂Γ1

ij

∂uk
+ Γ1

ijΓ
1
1k + Γ2

ijΓ
1
2k − bijg

1sbsk

)
φ1 +

(
∂Γ2

ij

∂uk
+ Γ1

ijΓ
2
1k + Γ2

ijΓ
2
2k − bijg

2sbsk

)
φ2+

+

(
∂bij
∂uk

+ Γ1
ijb1k + Γ2

ijφ2k

)
N̄ . (12.6)

Schimbăm j ↔ k:

φikj =

(
∂Γ1

ik

∂uj
+ Γ1

ikΓ
1
1j + Γ2

ikΓ
1
2j − bikg

1sbsj

)
φ1 +

(
∂Γ2

ik

∂uj
+ Γ1

ikΓ
2
1j + Γ2

ikΓ
2
2j − bikg

2sbsj

)
φ2+

+

(
∂bik
∂uj

+ Γ1
ikb1j + Γ2

ikφ2j

)
N̄ . (12.7)

Egalitatea φijk = φikj citită pe cele trei componente ale relaţiilor (12.6), (12.7) conduc la cele trei
ecuaţii cerute. 2

Consecinţa cea mai importantă a rezultatului precedent este aşa-numita Teoremă de Aur a lui
Gauss care, ı̂n esenţă, este unul din cele mai uimitoare şi remarcabile rezultate din Matematică. Astfel,
deşi ingredientele noţiunii de curbură totală nu au caracter intrinsec, rezultatul lor este intrinsec:

Teorema Egregium (Gauss) 12.3 Curbura totală este un invariant intrinsec al lui S.

Demonstraţie Cum K = det II
det I este suficient de arătat că det II este un invariant intrinsec al lui

S. Dar, acest fapt este consecinţă a ecuaţiei (EG). 2

O afirmaţie echivalentă cu Teorema Egregium este următoarea:

Teorema Egregium (variantă) 12.4 Fie S1 şi S2 două suprafeţe regulate, orientabile, scufun-
date şi f : S1 → S2 o izometrie. Atunci pentru orice P ∈ S1 avem KS1(P ) = KS2(f(P )).

O observaţie importantă este aceea că Teorema 12.4 nu admite reciprocă! Există exemple de
perechi de suprafeţe (S1, S2) şi o funcţie netedă f : S1 → S2 astfel ı̂ncât K1(P ) = K2(f(P )) pentru
orice P ∈ S1 dar f nu este izometrie.

Finalizăm Cursul cu o altă metodă de calcul a curburii toale ce va revala din nou caracterul
intrinsec al acestui invariant. Vom scrie forma a I-a fundamentală sub forma:

g = I = (ω1)2 + (ω2)2 (12.8)

unde ω1, ω2 sunt două 1-forme diferenţiale ortonormate; se arată că acest lucru este posibil ı̂ntotdeauna
dar vom exemplifica ı̂n continuare acest fapt pe suprafeţe concrete. Mai ı̂n detaliu, dacă F = 0 atunci
luâm:

ω1 =
√
Edu, ω2 =

√
Gdv. (12.9)
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Revenind la cazul general (12.8) se arată că există o matrice antisimetrică de 1-forme:(
0 ω2

1

ω1
2 0

)
aşa ı̂ncât prin diferenţiere avem:

dωi = ωj ∧ ωij (12.10)

sau matriceal:

d(ω1, ω2) = (ω1, ω2) ·
(

0 ω2
1

ω1
2 0

)
. (12.11)

Aceste relaţii se numesc ecuaţiile de structură ale suprafeţei. Prin reţinerea doar a 1-formei ω2
1 = −ω1

2

ele devin: {
dω1 = −ω2 ∧ ω2

1

dω2 = ω1 ∧ ω2
1

(12.12)

unde d este operatorul diferenţială exterioară iar ∧ este produsul exterior. Reamintim că: d◦d = d2 = 0
şi ω ∧ ω = 0!

Atunci curbura totală este dată de formula:

dω2
1 = −Kω1 ∧ ω2. (12.13)

Exemplul 12.5 (Elicoidul) Reamintim că forma I-a a elicoidului este:

g = I = du2 + (u2 + h2)dv2. (12.14)

Rezultă, cu expresiile de mai sus pentru ωi:

ω1 = du, ω2 =
√
u2 + h2dv. (12.15)

Ecuaţiile de structură devin:{
dω1 = d2u = 0 = −ω2 ∧ ω2

1

dω2 = d(
√
u2 + h2dv) = u√

u2+h2
du ∧ dv +

√
u2 + h2d2v = u√

u2+h2
du ∧ dv = ω1 ∧ u√

u2+h2
dv = du ∧ ω2

1.

(12.16)
Prin urmare, din a doua ecuaţie deducem:

ω2
1 =

u√
u2 + h2

dv. (12.17)

Diferenţiem această 1-formă:

dω2
1 = d(

u√
u2 + h2

) ∧ dv + u√
u2 + h2

d2v =

√
u2 + h2 − u√

u2+h2

u2 + h2
du ∧ dv =

h2

(u2 + h2)
3
2

du ∧ dv =

= −K
√
u2 + h2du ∧ dv

ceea ce dă rezultatul final:

K = − h2

(u2 + h2)2
(12.18)

ı̂n acord cu exerciţiile S10.4 şi S11.3.

SEMINARUL 12
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S12.1 Să se arate că ı̂ntr-o parametrizare ortogonală a lui S, i.e. F = 0, avem:

K = − 1

2
√
EG

[
(
Ev√
EG

)v + (
Gu√
EG

)u

]
(12.19)

unde indicele inferior indică derivarea parţială ı̂n raport cu acea variabiluă.

Rezolvare Metoda I. Teorema Egregium dă următoarea formulă pentru curbura Gauss:

2
√
EG− F 2K =

(
FEv − EGu

E
√
EG− F 2

)
u

+

(
2EFu − FEu − EEv

E
√
EG− F 2

)
v

(12.20)

şi din ipoteza F = 0 avem relaţia cerută.
Metoda II (cu ecuaţii de structură). Avem: ω1 =

√
Edu, ω2 =

√
Gdv; deci ecuaţiile de structură

devin: {
− Ev

2
√
E
du ∧ dv =

√
Gω2

1 ∧ dv
Gu

2
√
G
du ∧ dv =

√
Edu ∧ ω2

1

ceea ce conduce la:

ω2
1 =

1

2

[
− Ev√

EG
du+

Gv√
EG

dv

]
.

Avem atunci:

dω2
1 = −K

√
EGdu ∧ dv =

1

2
[(

Ev√
EG

)v + (
Gu√
EG

)u]du ∧ dv

ceea ce dă formula cerută.

Alte formule pentru curbura Gauss:
1) dacă g = g11(du

2+dv2) atunci: K = −∆(ln g11)
2g11

; coordonatele (u, v) se numesc isotermale=izotermice,
ı̂n engleză isothermal coordinates,

2) dacă g = 2g12dudv atunci: K = − 1
g12

∂2 ln g12
∂u∂v .

S12.2 Să se calculeze curbura Gauss dacă S este raportată la coordonate polare geodezice şi să
se integreze cazul K = −1.

Rezolvare Aplicăm exerciţiul precedent şi avem:

K = − 1

2
√
G

∂

∂r

(
Gr√
G

)
= − 1√

G

∂

∂r

(
Gr

2
√
G

)
.

Dar ultima paranteză este exact ∂
∂r

√
G şi ı̂n concluzie:

K = −∂
2
r

√
G√
G

. (12.20)

Pentru a integra cazul K = −1 căutăm
√
G(r, φ) de forma x(r) şi avem ecuaţia diferenţială ordinară:

x′′ = x. Datele iniţiale (Cauchy) pentru această ecuaţie sunt: x(0) = 0 şi x′(0) = 1. Soluţia unică
este: x(r) = shr şi deci: G(r, φ) = sh2r.

S12.3 Se cere curbura Gauss a unei suprafeţe cu reţea Ceb̂ışev.

Rezolvare Din relaţia (12.18) avem:√
1− F 2K =

∂

∂v

(
Fu√
1− F 2

)
=

∂

∂v

(
− sinφ · φu

sinφ

)
ceea ce dă exact relaţia (11.29):

K = − 1

sinφ

∂2φ

∂u∂v
.
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S12.4 Se cere curbura Gauss a suprafeţei de rotaţie S : x2 + y2 = f2(z) şi să se integreze cazul
K = −1. Caz particular: S(O,R) cu f(u) =

√
R2 − u2

Rezolvare Parametrizăm S astfel S : φ(u, v) = (f(u) cos v), f(u) sin v, u). Avem:
φu = (f ′ cos v, f ′ sin v, 1) şi φv = (−f(u) sin v, f(u) cos v, 0) de unde rezultă: g = (1 + (f ′(u))2)du2 +
f2(u)dv2. Aplicând formula (12.18) obţinem:

K = − f ′′(u)

f(u)[1 + (f ′(u))2]2
.

Prin urmare cazul K = −1 conduce la ecuaţia diferenţială: f ′′ = f(u)[1 + (f ′(u))2]2.
Pentru sfera S(O,R) reobţinem rezultatul cunoscut K = 1

R2 .
Singurii simboli Christoffel nenuli sunt:

Γ1
11 =

f ′f ′′

1 + (f ′)2
, Γ2

12 =
f ′

f
, Γ1

22 =
−ff ′

1 + (f ′)2
.

S12.5 Se cere curbura Gauss a suprafeţei de rotaţie S : z = f(
√
x2 + y2) şi să se analizeze cazurile

K = −1 şi K = 0.

Rezolvare Parametrizăm S astfel S : φ(u, v) = (u cos v, u sin v, f(u)) şi deci: φu = (cos v, sin v, f ′(u)),
φv = (−u sin v, u cos v, 0). Rezultă: g = [1 + (f ′(u))2]du2 + u2dv2 şi aplicând formula (12.17) avem:

K = − 1

u
√

1 + (f ′(u))2
d

du

(
1√

1 + (f ′(u))2

)
.

Cu notaţia φ(u) = 1
1+(f ′(u))2 avem: K = −φ′(u)

2u . Pentru K = −1 putem integra φ(u) = u2 + c de

unde rezultă: f(u) =
∫ √

1
u2+c

− 1du. Pentru c = 0 găsim:

f(u) =
√
1− u2 − 1

2
ln(1 +

√
1− u2) +

1

2
ln(1−

√
1− u2)

deci u ∈ (−1, 1). Pentru K = 0 avem φ = c=constant, deci f ′ = C1=constant de unde rezultă
f(u) = C1u+ C2.

S12.6 Fie S un deschis din planul euclidian R2 cu forma I-a fundamentală conformă cu metrica
euclidiană: gij = Eδij = e2vδij . Presupunem că E = E(r) i.e. v = v(r); spunem că g este rotaţional
simetrică. Se cere curbura Gauss şi să se analizeze cazul K = −1. Exemplu: E = 4

(1−r2)2 .

Rezolvare Cu relaţia (12.17) obţinem:

K = − 1

2E2

(
E′′(r) +

1

r
E′(r)

)2

= −
(
v′′(r) +

1

r
v′(r)

)
e−2v.

Cazul K = −1 conduce la ecuaţia diferenţială: v′′(r) + 1
rv

′(r) = e2v(r) iar pentru exemplu obţinem:

K = −32 (1+2r2)2

(1−r2)4 .

S12.7 Pentru suprafaţa Monge S : z = f(x, y) şi punctul fixat P (x, y, f(x, y)) ∈ S să se arate că:

K(P ) = (1 + ∥∇f(x, y)∥2)−2 det

(
∂2f

∂xj∂xk

)
(x, y).

Rezolvare Temă.

S12.8 Se cere curbura sferei S(O,R) cu ecuaţii de structură.

Rezolvare Din g = R2du2 + R2 cos2 udv2 rezultă: ω1 = Rdu, ω2 = R cosudv. Ecuaţiile de
structură:

dω1 = 0 = −ω2 ∧ ω2
1, dω2 = −R sinudu ∧ dv = Rdu ∧ ω2

1
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dau: ω2
1 = − sinudu. Rezultă:

dω2
1 = − cosudu ∧ dv = −R2 cosuKdu ∧ dv

cu rezultatul cunoscut: K = 1
R2 .

S12.9 Se cere curbura pseudosferei cu ecuaţii de structură.

Rezolvare Din exerciţiul S9.11 avem metrica g = R2ctg2udu2 +R2 sin2 udv2 şi deci:
ω1 = Rctgudu, ω2 = R sinudv. A doua ecuaţie de structură dă:

dω2 = Rctgudu ∧ dω2
1 = R cosudu ∧ dv

adică: ω2
1 = sinudu. Rezultă:

dω2
1 = cosudu ∧ dv = −R2 cosuKdu ∧ dv

ceea ce dă rezultatul cunoscut: K = − 1
R2 .

S12.10 Se cere curbura metricii warped g = du2 + f2(u)dv2 cu ecuaţii de structură.

Rezolvare Din ω1 = du, ω2 = f(u)dv rezultă a doua ecuaţie de structură:

dω2 = f ′(u)du ∧ dv = du ∧ ω2
1

ceea ce dă: ω2
1 = f ′(u)dv. Prin urmare:

dω2
1 = f ′′du ∧ dv = −Kfdu ∧ dv

ceea ce implică:

K = −f
′′(u)

f(u)
. (12.21)

Pentru f =
√
G reobţinem (12.20) adică metricele ı̂n coordonate polare geodezice. Pentru K = 1

obţinem ecuaţia diferenţială f ′′+f = 0 cu soluţai generală fA,B(u) = A cosu+B sinu = A cos(u+u0).
Alegând A = 1 şi u0 = 0 reobţinem metrica sferei S2.

S12.11 Se cere curbura metricii Poincaré g = 1
v2

[
du2 + dv2

]
; a se vedea Exemplul 14.9.

Rezolvare Din ω1 = du
v , ω

= dv
v rezultă prima ecuaţie de structură:

dω1 = − 1

v2
dv ∧ du = −fracdvv ∧ ω2

1

ceea ce dă: ω2
1 = du

v = ω1. Prin urmare:

dω2
1 =

1

v2
du ∧ dv = −K 1

v2
du ∧ dv

ceea ce dă: K = −1 constant negativă!
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Curbe pe o suprafaţă: reperul
Darboux

Fixăm suprafaţa regulată, orientabilă, scufundată S : r̄ = r̄(u, v), (u, v) ∈ U ⊆ R2. De asemenea,
fixăm o curbă C pe S dată de C : ui = ui(t), t ∈ I ⊆ R. Deci:

C : r̄C(t) = r̄(ui(t)), t ∈ I.

Pentru simplificarea calculelor vom presupune curba ca fiind parametrizată canonic.

Curba C fiind ı̂n spaţiu ı̂i ataşăm, conform teoriei Frenet, reperul Frenet {T,N,B} şi invarianţii
k, τ . Dar, fiind pe S putem asocia lui C un nou reper care să facă legătura dintre C şi S.

Definiţia 13.1Numim reperul Darboux al perechii (C,S) reperulRD(r̄C(s)) = {r̄C(s) : T (s), Ng(s), N̄(s)}
unde versorul Ng se numeşte normala tangenţială la curba C şi este astfel ales ı̂ncât reperul să fie
pozitiv orientat.

Avem deci:
Ng(s) = N̄(s)× T (s). (13.1)

Pentru a obţine ecuaţiile de mişcare ale reperului Darboux considerăm θ(s) unghiul orientat dintre
N(s) şi N̄(s). Să observăm că versorii N̄(s), N(s), B(s) sunt ı̂n acelai̧ plan, normal la T (s), iar ultimii
doi sunt ortogonali. Rezultătunci relaţia (̂ın care renunţăm la argumentul s pentru simplificarea
scrierii):

N̄ = cos θN + sin θB (13.2)

şi combinând aceste două relaţii avem:

Ng = sin θN − cos θB. (13.3)

Relaţiile (13.2− 3) exprimă deci reperul Darboux ı̂n funcţie de cel Frenet: T
Ng

N̄

 =

 1 0 0
0 sin θ − cos θ
0 cos θ sin θ

 T
N
B

 (13.4)

ceea ce conduce la primul set de ecuaţii de mişcare:

d

ds

 T
Ng

N̄

 =

 0 k 0
−k sin θ cos θ(τ + θ′) sin θ(τ + θ′)
−k cos θ − sin θ(τ + θ′) cos θ(τ + θ′)

 T
N
B

 . (13.5)

Dar, putem inversa relaţiile (13.4): T
N
B

 =

 1 0 0
0 sin θ cos θ
0 − cos θ sin θ

 T
Ng

N

 . (13.6)
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Obţinem deci:

d

ds

 T
Ng

N̄

 =

 0 k sin θ k cos θ
−k sin θ 0 τ + θ′

−k cos θ −(τ + θ′) 0

 T
Ng

N̄

 (13.7)

numite, binêınţeles, ecuaţiile Darboux ale perechii (C,S)
Renotăm:

-kg = k sin θ şi o numim curbura geodezică,
-kn = k cos θ,
-τg = τ + θ′ şi o numim torsiunea geodezică.

Propoziţia 13.2 k̃n este tocmai curbura normală kP (s) cu P (s) punctul generic pe curba dată.

Demonstraţie Din a treia ecuaţie (13.5) avem:

k̃n = − <
dN̄

ds
, T > .

Cum < T, N̄ >= 0 rezultă:

k̃n =<
dT

ds
, N̄ >=<

d2r̄

ds2
, N̄ >

şi comparând cu relaţiile (9.11) rezultă:

k̃n = II(P )(T, T ) = kr̄(s)

deoarece T (s) este versor. Avem deci concluzia. 2

Cazurile de egalitate pentru inegalitatea precedentă sunt precizate de:

Prin urmare putem scrie ecuaţiile Darboux:

d

ds

 T
Ng

N̄

 =

 0 kg kn
−kg 0 τg
−kn −τg 0

 T
Ng

N̄

 .

SEMINAR 13

S13.1 .

Rezolvare .

S13.2 .

Rezolvare .

S13.3 .

Rezolvare .

S13.4 .

Rezolvare .

S13.5 .

Rezolvare .

S13.6 .

Rezolvare .

S13.7 .

Rezolvare .
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Geodezice

Fie suprafaţa S : r̄ = r̄(u, v) = r̄(u1, u2) = r̄(ui), (ui) = (u1, u2) ∈ U ⊆ R2. Deci ı̂n orice punct al lui
S avem reperul Gauss {P (r̄) : r̄1, r̄2, N̄}. Reamintim formula Gauss:

r̄ij = Γkij r̄k + bijN̄ (FG)

unde b = (bij) este forma a doua fundamentală iar Γ sunt simbolii Christoffel:

Γkij =
1

2
gka
(
∂gaj
∂ui

+
∂gia
∂uj

− ∂gij
∂ua

)
.

Avem că g = (gij) este forma ı̂nt̂ıia fundamentală a lui S iar g−1 = (gij) este inversa matricii g.

Fixăm o curbă C pe S dată de C : ui = ui(t), t ∈ I ⊆ R. Deci:

C : r̄C(t) = r̄(ui(t)), t ∈ I. (14.1)

Definiţia 14.1 Curba C se numeşte geodezică a lui S dacă pentru orice t ∈ I avem:

¨̄rC(t) ∥ N̄(r̄C(t)) (G)

adică ı̂n orice punct P al curbei C vectorul acceleraţie ¨̄rC(P ) este perpendicular pe planul tangent
TPS.

Interpretare fizică Rezultă că pentru un ”locuitor” al lui S curba C nu are acceleraţie; altfel spus
o particulă cu traiectoria C se mişcă cu viteza constantă de-a lungul lui C pe S.

Reamintim şi Legea a II-a a dinamicii newtoniene: Forţa = masa ı̂nmulţotă cu acceleraţia, F̄ = mā.
Deci ā = 0 este echivalent cu absenţa forţei. În concluzie, un punct material ı̂n mişcare liberă (fără
forţe) sau acţionat de o forţă perpendiculară mereu pe S are ca traiectorie o geodezică a lui S.

Observaţia 14.2 Dacă S conţine dreapta d atunci, cum ¨̄r este nul pentru o dreaptă, rezultă că
d este geodezică pe S. Prin urmare, dreptele sunt geodezice ale planului euclidian şi mai general, ale
oricărei suprafeţe riglate !

Să deducem ecuaţiile geodezicelor. Din (13.1) avem:

˙̄rC(t) = r̄i(u
j(t))u̇i(t), (14.2)

¨̄rC(t) = r̄ij(u
a(t))u̇i(t)u̇j(t) + r̄k(u

a(t))ük(t). (14.3)

Introducând ecuaţiile Gauss ı̂n (13.3) avem:

¨̄rC(t) = (ük(t) + Γkij u̇
i(t)u̇j(t))r̄k(u

a(t)) + bijN̄ (14.3)

şi deci avem:
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Teorema 14.3 Sistemul diferenţial al geodezicelor este:

ük(t) + Γkij(u
a(t))u̇i(t)u̇j(t) = 0 (SG)

sau ı̂ncă: {
ü1(t) + Γ1

ij(u
a(t))u̇i(t)u̇j(t) = 0

ü2(t) + Γ2
ij(u

a(t))u̇i(t)u̇j(t) = 0.
(14.4)

Consecinţe remarcabile 14.4
1. Din expresia simbolilor Christoffel rezultă că teoria geodezicelor aparţine geometriei intrinseci a
lui S. Altfel spus, geodezicele sunt obiecte intrinseci ale lui S.
2. Sistemul (SG) este neliniar deci rezolvarea lui explicită este foarte dificilă sau chiar imposibilă.
3. Ştim de la Cursul de Ecuaţii Diferenţiale că problema Cauchy are soluţie unică. Avem deci:

Teorema 14.5 Fie punctul P0(u
i
0) ∈ S fixat şi vectorul tangent V ∈ TP0S cu ∥V ∥ = 1. Atunci

există ε = ε(P0, V ) > 0 şi o unică geodezică C, r̄C : (−ε, ε) → S parametrizată canonic şi satisfăcând
datelor iniţiale:
1) C(0) = P0,
2) ˙̄rC(0) = V .

Să studiem simbolii Christoffel. Ei sunt ı̂n număr de 23 = 8 dar avem o simetrie ce reduce numărul
lor. Astfel, din simetria gij = gji a formei I-a fundamentale rezultă:

Γkij = Γkji (14.5)

ceea ce reduce numărul lor la 6 esenţiali: Γ1
ij ,Γ

2
ij cu (i, j) ∈ {(1, 1), (1, 2), (2, 2)}.

Exemplul 14.6 (Planul) Ştim că dreptele din plan, parametrizate constant (!), sunt geodezice. În
fapt, acestea sunt toate. În adevăr, putem considera planul ca fiind xOy deci r̄(ui) = (u1, u2, 0), (ui) ∈
U = R2. Avem atunci gij = δij şi deci Γ = 0. Sistemul geodezicelor devine üi = 0 cu soluţia unică
ui(s) = ui0 + svi0. Acestea sunt dreptele ce trec prin P0(u

1
0, u

2
0) şi au versorul director V = (v10, v

2
0).

Un rezultat foarte important, ce apare ca rescriere a Interpretării fizice, este:

Teorema 14.7 Dacă C : r̄ = r̄C(t), t ∈ I ⊂ R este o geodezică pe S atunci funcţia t ∈ I →
∥ ˙̄rC(t)∥ ∈ R este constantă.

Demonstraţie d
dt∥ ˙̄rC(t)∥

2 = 2 < ¨̄rC(t), ˙̄rC(t) >= 0 deoarece ¨̄rC(t)⊥ ˙̄rC(t). 2

Corolarul 14.8 Fie C geodezica r̄C : (a, b) ∈ R → S.
1. Fie φ : (d, e) → (a, b) o aplicaţie netedă (C∞). Atunci φ ◦ C este geodezică dacă şi numai dacă
există numerele reale m, n aşa ı̂ncât φ(t) = mt + n. Deci singurele reparametrizări ce invariază
caracterul de geodezică sunt cele afine !
2. Presupunem că aplicaţia r̄C este difeomorfism de la (a, b) la C(a, b) ⊂ R3. Fie C̃ : (d, e) → S

cu C̃(d, e) ⊂ C(a, b). Atunci C̃ este geodezică dacă şi numai dacă funcţia t ∈ (d, e) → ∥ ˙̃C(t)∥ este
constantă.

Natura variaţională a geodezicelor Pe S avem (ui) coordonatele unui punct iar un vector tangent
oarecare are coordonatele (vi). Reamintim că mulţimea TS = ∪P∈STPS se numeşte fibratul tangent
al lui S şi un element al său are coordonatele (ui, vi). O funcţie L : TS → R se numeşte Lagrangian
dacă este netedă admiţând că ştim faptul că pe TS se poate face uin calcul diferenţial analog celui
de pe S, variind doar dimensiunea: dimS = 2, dimTS = 4. Unui Lagrangian i se asociaza ecuaţiile
Euler-Lagrange:

Ei(L) :=
d
dt

(
∂L
∂vi

)
− ∂L

∂ui
= 0 . (EL)

Rezultatul fundamental al acestei teorii este faptul că geodezicele sunt soluţiile sistemului Euler-
Lagrange pentru Lagrangianul Energie al metricii g:

E(g) =
1

2
gij(u

a)vivj (Eg)
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iar ı̂n (EL) vom considera vi = u̇i. Teorema 13.7 de parametrizare constantă a geodezicelor se reduce
ı̂n acest cadru la Conservarea energiei: E(g) este integrală primă pentru sistemul Euler-Lagrange şi
drept consecinţă reduce cu 1 numărul ecuaţiilor ce sunt necesare a fi studiate !

De asemeni, dacă forma a I-a fundamentală nu depinde de variabila ui cu i ∈ {1, 2} atunci sistemul
diferenţial Euler-Lagrange admite integrala primă ∂L

∂vi
= gij(u)v

j=constant !

Exemplul 14.9 (Semiplanul superior) Modelul Poincaré al geometriei hiperbolice are ca suport
următoarea varietate 2-dimensională (care nu se poate realiza ca suprafaţă) H2 = {(u1, u2) ∈ R2 :
u2 > 0} ı̂nzestrată cu metrica:

gh =
1

(u2)2
[
(du1)2 + (du2)2

]
. (14.6)

Energia acestei metrici este deci:

E(gh) =
1

2(u2)2
[(v1)2 + (v2)2] (14.7)

cu ecuaţiile Euler-Lagrange:{
E1(E(gh)) =

d
dt [

v1

(u2)2
] = 0

E2(E(gh)) =
d
dt [

v2

(u2)2
]− −1

(u2)3
[(v1)2 + (v2)2] = 0.

(14.8)

Din prima ecuaţie avem integrala primă:

u̇1 = C1(u
2)2 (14.9)

cu C1 număr real arbitrar. În ecuaţia a doua după efectuarea derivării şi eliminarea numitorului
comun (u2)3 avem:

ü2u2 − 2(u̇2)2 + C2
1 (u

2)4 + (u̇2)2 = 0 (14.10)

adică:

ü2u2 − (u̇2)2 + C2
1 (u

2)4 = 0 (14.11)

Împărţim prin (u2)2:
ü2u2 − (u̇)2

(u2)2
+ C2

1 (u
2)2 = 0 (14.12)

echivalent:
d

dt

(
u̇2

u2

)
+ C1u̇

1 = 0 (14.13)

care se integrează:
u̇2

u2
+ C1u

1 = C2. (14.14)

Înmulţim ultima ecuaţie cu (u2)2:

u̇2u2 + C1u
1(u2)2 = C2(u

2)2. (14.13)

Vom scoate (u2)2 din integrala primă (14.9) şi aici discuţia se ı̂mparte ı̂n două cazuri:
a) C1 = 0; rezultă din (14.9) că u̇1 = 0, deci u1 = constant = u10 sunt geodezice. Acestea sunt drepte
perpendiculare pe axa Ox.
b) C1 ̸= 0. Revenind la (14.13) avem:

u2u̇2 + u1u̇1 =
C2

C1
u̇1 (14.14)

adică:

u2u̇2 + u̇1(u1 − u10) = 0 (14.15)
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unde u10 =
C2
C1

. Ultima ecuaţie se integrează:

(u2)2 + (u1 − u10)
2 = C3 > 0 (14.16)

care este un cerc cu centrul pe axa Ox ı̂n x0 = u10.

În concluzie, toate geodezicele lui (H2, gh) sunt:
1) semidrepte perpendiculare pe Ox situate ı̂n semiplanul superior,
2) semicercuri cu centrul pe Ox situate ı̂n semiplanul superior.

Să prezentăm o a doua metodă, cea care face apel la integrala Energiei şi care ı̂nlocuieşte calculele
de după (14.9). Avem deci:

(u̇1)2 + (u̇2)2 = 1 · (u2)2 (14.17)

deci vom considera geodezice cu parametrizarea canonică. Folosind (14.9) cu C1 ̸= 0 avem:

(du1)2

(dt)2
+

(du2)2

(dt)2
=

du1

C1dt
(14.18)

şi multiplicăm cu (dt)2

(du1)2
(deci considerăm doar geodezice cu u1 neconstant):

1 +

(
du2

du1

)2

=
dt

C1du1
=

1

C2
1 (u

2)2
. (14.19)

Înmulţim această ecuaţie cu (u2)2 şi notăm 1/C2
1 cu R2. Rezultă:(

u2
du2

du1

)
=
√
R2 − (u2)2

adică:
u2du2√
R2 − (u2)2

= du1

şi integrând această ultimă relaţie avem:

−
√
R2 − (u2)2 = u1 − u10

ceea ce coincide cu (14.16) pentru R2 = C3 > 0.

Exemplul 14.10 (Suprafeţe de rotaţie). Fie S o suprafaţă de rotaţie având pe Oz ca axă
de rotaţie. Deci curba meridian este Cm : r̄(u) = (φ(u), ψ(u)) ı̂n planul xOz. Reamintim forma I-a
fundamentală:

g = [(φ′)2 + (ψ′)2](du)2 + φ2(dv)2. (14.20)

Vom presupune că Cm este parametrizată canonic; deci (φ′)2 + (ψ′)2 = 1. Energia acestei metrici
este:

E(g) =
1

2
[(v1)2 + φ2(u1)(v2)2] (14.21)

cu ecuaţiile Euler-Lagrange:{
E1(E(g)) = d

dt [v
1]− φ(u1)φ′(u1)(v2)2 = 0

E2(E(g)) = d
dt [φ

2(u1)v2] = 0.
(14.22)

Din a doua ecuaţie obţinem integrala primă Clairaut:

φ2(u1)u̇2 = constant. (14.23)
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Rezultă că toate curbele meridian Cm,u20 parametrizate constant (u̇1 = v1 =const) deci cu u2 =

constant = u20 sunt geodezice. Curbele paralele u1 = constant = u10 sunt geodezice dacă şi numai
dacă φ′(u10) = 0 !

Exemplul 14.11 (Cilindrul circular drept) Avem φ = constant = R, ψ(u) = u. Se verifică
imediat faptul că Cm este parametrizată canonic. Avem integrala primă Clairaut R2u̇2 = constant,
deci u̇2 = constant = a2 şi deci putem integra u2 = a2t + b2. Cum φ′ = 0 prima ecuaţie (14.19) se
reduce la ü1 = 0 care se integrează complet: u1 = a1t+ b1. În concluzie , geodezicele cilindrului sunt:

C : r̄(t) = (R cos(a1t+ b1), R sin(a1t+ b1), a2t+ b2). (14.24)

Dacă a2 = 0 obţinem cercul paralel z = b2 = const. Dacă a1 = 0 obţinem generatoarea ce trece prin
punctul (R cos(b1), R sin(b1), b2). Pentru a1 ̸= 0 obţinem o elice deoarece r̄′ are a treia componentă
constant egală cu b2 !

SEMINARUL 14

S14.1 Se dau numerele reale a, b şi suprafaţa S cu parametrizarea globală (R2, φ):

φ(u1, u2) = (a(u1 + u2), b(u1 − u2), u1u2).

Să se arate că liniile (curbele) de coordonate pe S sunt geodezice.

Rezolvare Avem: φ1(u
1, u2) = (a, b, u2), φ2(u

1, u2) = (a,−b, u1) şi deci:
E = a2 + b2 + (u2)2

F = a2 − b2 + u1u2

G = a2 + b2 + (u2)2.

Energia metricii g va fi:

E(g) =
1

2
{[a2 + b2 + (u2)2](v1)2}+ [a2 − b2 + u1u2]v1v2 +

1

2
{[a2 + b2 + (u1)2]}(v2)2

şi obţinem ecuaţiile Euler-Lagrange:{
d
dt{[a

2 + b2 + (u2)2]v1 + (a2 − b2 + u1u2)v2} − [u2v1v2 + u1(v2)2]
d
dt{(a

2 − b2 + u1u2)v1 + [a2 + b2 + (u1)2]v2} − [u2(v1)2 + u1v1v2].

Efectuând calculele obţinem:{
2u2v1v2 + [a2 + b2 + (u2)]v̇1 + (a2 − b2 + u1u2)v̇2 = 0
2u1v1v2 + (a2 − b2 + u1u2)v̇1 + [a2 + b2 + (u1)2]v̇2 = 0.

Fie curba C : v = const, adică (u1(t) = u10 + ε, u2(t) = u20). Avem deci (v1(t) = 1, v2(t) = 0) şi
sunt satisfăcute ultimele ecuaţii. Analog pentru C : u = const adică (u1(t) = u10, u

2(t) = u20 + ε) i.e.
(v1(t) = 0, v2(t) = 1).

S14.2 Să se studieze geodezicele elicoidului.

Rezolvare Avem metrica: g = 1
2 [du

2 + (u2 + h2)dv2] deci energia:

E(g) =
(v1)2

2
+ [(u1)2 + h2]

(v2)2

2
=
u̇2

2
+ (u2 + h2)

v̇2

2
.

Ecuaţiile Euler-Lagrange sunt: {
E1(E(g)) = du̇

dt − uv̇2 = 0

E2(E(g)) = d
dt [(u

2 + h2)v̇] = 0.
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Prin urmare, a doua ecuaţie Euler-Lagrange generează integrala primă:

(u2 + h2)v̇ = C1.

S14.3 Să se studieze geodezicele lui S = R2 \ {O} cu metrica euclidiană folosind coordonatele
polare.

Rezolvare Să aflăm mai ı̂ntâi expresia metricii euclidiene ı̂n coordonate polare. Din:{
x = r cos θ
y = t sin θ

rezultă: {
dx = dr cos θ − r sin θdθ
dy = dr sin θ + r cos θdθ

şi deci avem metrica:
g = dx2 + dy2 = dr2 + r2dθ2

cu energia:

E(g) =
1

2
[(v1)2 + (u1)2(v2)2] =

1

2
[(u̇1)2 + (u1)2(u̇2)2] =

1

2
[ṙ2 + r2θ̇2].

Ecuaţiile Euler-Lagrange sunt: {
E1(E(g)) = dṙ

dt − rθ̇2 = 0

E2(E(g)) = d
dt [r

2θ̇] = 0.

Din a doua ecuaţie avem integrala primă:

r2θ̇ = C1.

Pentru C1 = 0 adică θ = const obţinem dreptele prin originea O !

S14.4 Să se studieze geodezicele unei metrici warped i.e. a unei metrici de tipul:

g(r, θ) = dr2 +G(r)dθ2.

Rezolvare Avem:

E(g) =
1

2
[ṙ2 +Gθ̇2]

cu ecuaţiile Euler-Lagrange: {
E1(E(g)) = dṙ

dt −
G′

2 (θ̇)2 = 0

E2(E(g)) = d
dt [Gθ̇] = 0.

Din a doua ecuaţie avem integrala primă:

G(r)θ̇ = C1.

Exemple: 1) R2 \ {O} cu metrica euclidiană ı̂n coordonate polare, G(r) = r2; vezi exerciţiul 8.6.
2) elicoidul, G(r) = r2 + h2.
3) suprafeţe de rotaţie cu curba meridian parametrizată canonic, G(r) = φ2(r). Astfel, sfera S(O,R)
are φ(u) = R cosu.

Vom deduce acum o altă ecuaţie diferenţială pentru geodezice diferite de curbele u=constant.
Avem:

dv

du
=
dv

dt
· 1
du
dt

=
v̇

u̇
(14.25)

respectiv:
d2v

du2
=

d

du

(
v̇

u̇

)
=

1
du
dt

d

dt

(
v̇

u̇

)
=

1

u̇

v̈u̇− v̇ü

u̇2
=

1

u̇2
v̈ − v̇

u̇3
ü.
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Înlocuim ü şi v̈ cu expresia corespunzătoare din sistemul diferenţial al geodezicelor:

d2v

du2
=

1

u̇2
(
−Γ2

11u̇
2 − 2Γ2

12u̇v̇ − Γ2
22v̇

2
)
− v̇

u̇3
(
−Γ1

11u̇
2 − 2Γ1

12u̇v̇ − Γ1
22v̇

2
)

adică, folosind (14.25):

d2v

du2
= Γ1

22

(
dv

du

)3

+ (2Γ1
12 − Γ2

22)

(
dv

du

)2

+ (Γ1
11 − 2Γ2

12)
dv

du
− Γ2

11 = 0 (14.26)

care este noua ecuaţie diferenţială a geodezicelor.

Exemplu Planul Poincaré are coeficienţii Christoffel:(
Γ1
11

Γ2
11

)
=

(
0
1
v

)
,

(
Γ1
12

Γ2
12

)
=

(
− 1
v
0

) (
Γ1
22

Γ2
22

)
=

(
0
− 1
v

)
. (14.27)

Atunci ecuaţia (14.26) devine:

v′′ =
1

v
(v′)2 − 1

v

care se poate scrie:
vv′′ + (v′)2 = −1.

Ultima ecuaa̧tie se integrează ı̂n raport cu variabila u:

vv′ = u0 − u

şi deci:
(u− u0) + (vv′) = 0.

Şi această ecuaţie se integrează:
1

2
(u− u0)

2 +
1

2
v2 =

1

2
R2.

Reobţinem astfel semicercurile cu centrul (u0, 0) pe axa Ox.
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Cursul 15

Conexiuni liniare

Fixăm Mn o varietate diferenţiabilă netedă de dimensiune n ∈ N∗.

Definiţia 15.1 i) Numim conexiune liniară peM o aplicaţie ∇ : X (M)×X (M), (X,Y ) → ∇XY
cu proprietăţile:
CL1) este C∞(M)-liniară ı̂n primul argument: ∇fX+gY Z = f∇XY + g∇Y Z,
CL2) este R-liniară ı̂n al doilea argument: ∇X(αY + βZ) = α∇XY + β∇XZ,
CL3) satisface identitatea Leibniz ı̂n al doilea argument: ∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY ,
pentru orice α, β ∈ R, f, g ∈ C∞(M) şi orice X,Y, Z ∈ X (M).
ii) Pentru X ∈ X (M) fixat aplicaţia ∇X : X (M) → X (M), Y → ∇XY se numeşte derivata
covariantă relativ la X. Dacă ∇XY = 0 spunem că Y este ∇-covariant constant ı̂n raport cu X.
Dacă ∇XY = 0 pentru orice X ∈ X (M) spunem că Y este un câmp vectorial ∇-paralel sau ∇-
covariant constant. Dacă ∇ este explicită din context nu mai scriem litera ∇ la aceste noţiuni.

Observaţia 15.2 a) Fie câmpul vectorial nul 0 ∈ X (M); avem ∇0X = ∇X0 = 0 pentru orice
X ∈ X (M).
b) Din condiţia CL3 avem că aplicaţia ∇ nu este câmp tensorial de tip (1, 2); pentru acest fapt ar fi
trebuit condiţia: ∇X(fY ) = f∇XY i.e. C∞(M)-liniaritatea şi ı̂n al doilea argument.
c) Se arată imediat că aplicaţia ∇ este locală ı̂n ambele argumnete i.e. dat punctul p ∈ M vectorul
∇XY (p) ∈ TpM depinde doar de X(p) ∈ TpM şi de valorile lui Y pe o vecinătate a lui p. Prin urmare,
pentru un deschis U ⊂M şi X,Y ∈ X (U) avem că ∇XY ∈ X (U)

Propoziţia 15.3 Există conexiuni liniare pe M .

Demonstraţie Se utilizează partiţia unităţii asociată unui atlas dat pe M precum şi faptul că
există o conexiune liniară pe deschişii lui Rn. În adevăr, fie deschisul U ⊆ Rn; atunci X,Y ∈ X (U)
au expresia bf globală: X = X i ∂

∂xi
, Y = Y j ∂

∂xj
. Atunci se verifică imediat că plicaţia (X,Y ) →

DXY := X(Y j) ∂
∂xj

este o conexiune liniară pe U . 2

Definiţia 15.4 Conexiunea D introdusă anterior o numim conexiunea euclidiană pe U .

În cele ce urmează vom da o explicaţie a denumirii acestei noţiuni foarte importantă din geometria
varietăţilor diferenţiabile. Fie γ : I ⊆ R → M o curbă netedă pe M . Aplicaţia netedă V : I →
TM o numim câmp vectorial de-a lungul lui γ dacă V (t) ∈ Tγ(t)M pentru orice t ∈ I. Fie X (γ)
mulţimea acestor aplicaţii. X (γ) este nevidă deoarece câmpul vectorial tangent γ′ aparţine lui X (γ).
Exprimarea locală: fie harta locală h = (U, x1, ..., xn) cu U ∩ γ(I) ̸= ∅. Pe deschisul U ∩ γ(I) avem
ecuaţiile curbei γ: xi = xi(t), t ∈ I, 1 ≤ i ≤ n. Atunci: γ′(t) = ẋi(t) ∂

∂xi
|γ(t) ∈ Tγ(t)M unde

ẋi = dxi

dt = (xi)′ este derivata ordinară a funcţiei netede xi. X (γ) este C∞(M)-modul deoarece
V ∈ X (M) şi f ∈ C∞(M) implică fV ∈ X (M). Dat Y ∈ X (M) oarecare avem restricţia la γ
anume Y |γ ∈ X (γ). Dăm următorul rezultat fără demonstraţie:

Propoziţia 15.5 Fie conexiunea liniară ∇ şi curba netedă γ. Atunci există o aplicaţie D
dt :

X (γ) → X (γ) unică relativ la proprietăţile următoare:

75
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DC1) D
dt(V +W ) = D

dtV + D
dtW , DC2) D

dt(fV ) = f ′V + f DdtV ,
DC3) dacă V ∈ X (γ) este restricţia lui Y ∈ X (M) atunci: (DdtV )(t) = ∇γ′(t)Y (γ(t)). Expresia din
membrul drept este ı̂n acord cu proprietatea lui ∇ de a fi local; a se vedea Obseravţia 15.2c).

Definiţia 15.6 Aplicaţia D
dt o numim derivata covariantă indusă de ∇ de-a lungul lui γ. Câmpul

V ∈ X (γ) ı̂l numim paralel de-a lungul lui γ dacă D
dtV = 0.

Observaţia 15.7 Propoziţia precedentă spune că D
dt este un operator R-liniar ce nu este C∞(M)-

liniar! Mulţimea câmpurilor paralele de-a lungul lui γ este Ker(Ddt)=R-subspaţiu vectorial ı̂n X(γ).

Propoziţia 15.8 Fie conexiunea liniară ∇ şi curba netedă γ. Fixăm t0 ∈ I şi vectorul tangent
V0 ∈ Tγ(t0)M . Atunci există un unic câmp V ∈ X (γ) ce este paralel de-a lungul lui γ şi satisface
V (t0) = V0.

Demonstraţie Rezultă direct din existenţa şi unicitatea soluţiei pentru Problema Cauchy. 2

Definiţia 15.9 Câmpul paralel V ∈ X (γ) dat de rezultatul precedent se numeşte transportul
paralel al lui V0 de-a lungul lui γ indus de conexiunea liniară ∇.

Observatţia 15.10 Propoziţia precdentă spune că aplicaţia P γt0 : Ker(Ddt) → Tγ(t0)M , V → V0
este bijecţie! Dar P γt0 este operator R-liniar şi deci P γt0 este izomorfism R-liniar. Consecinţe:
i) dimKer(Ddt) = dimTγ(t0)M = n,

ii) aplicaţia P γt0,t1 : Tγ(t0)M → Tγ(t1)M , P γt0,t1 = P γt1 ◦
(
P γt0
)−1

este izomorfism de spaţii vectoriale reale
fiind o compunere de izomorfisme liniare.

Definiţia 15.11 Izomorfismul P γt0,t1 se numeşte transportul paralel de-a lungul lui γ de la t0 la t1
indus de conexiunea liniară ∇.

Dat vectorul tangent v ∈ Tγ(t0)M avem că P γt0,t1(v) ∈ Tγ(t1)M se obţine considerând câmpul

paralel
(
P γt0
)−1

(v) ∈ X (γ) şi luând valoarea acestui câmp la momentul t1.
Proprietăţi ale transportului paralel:

TP1)
(
P γt0,t1

)−1
= P γt1,t0 , TP2) T γt1,t2 ◦ T

γ
t0,t1

= P γt0,t2 ,
TP3) conexiunea liniară ∇ se poate reconstitui din transportul paralel. Fie punctul p ∈ M fixat şi
X,Y ∈ X (M) cu X(p) ̸= 0. Fie γ : (−ε, ε) →M curba integrală a lui X cu γ(0) = p. Atunci:

∇XY (p) = lim
t→0

1

t

(
P γt,0(Y (γ(t)))− Y (p)

)
. (15.1)

În cele ce urmează prezentăm expresia locală a unei conexiuni locale, posibilă datorită Observaţiei
15.2c). Fie deci harta locală h = (U, x1, ..., xn) şi baza { ∂

∂x1
, ..., ∂

∂xn } a lui X (U). Cum câmpul

vectorial ∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

∈ X (U) rezultă că se descompune ı̂n baza dată: deci există un set de funcţii

netede Γkij ∈ C∞(U) pentru toţi indicii i, j, k ∈ {1, ..., n} aşa ı̂ncât:

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
(15.2)

relaţie ce dă expresia locală a lui ∇.

Definiţia 15.12 Funcţiile netede Γ·
·· se numesc coeficienţii de conexiune ı̂n harta dată.

Fie acum X,Y ∈ X (U) oarecare. Avem X = Xi ∂
∂xi

şi Y = Y j ∂
∂xj

. Rezultă:

∇XY = Xi∇ ∂

∂xi

(
Y j ∂

∂xj

)
= Xi

[
∂Y j

∂xi
∂

∂xj
+ ΓkijY

j ∂

∂xk

]
= XiY k

;i

∂

∂xi
(15.3)

unde:

Y k
;i =

∂Y k

∂xj
+ ΓkijY

j . (15.4)

Uneori, pentru simplificarea scrierii se utilizează notaţia Y j
,i =

∂Y i

∂xj
şi deci:

Y k
;i = Y k

,i + ΓkijY
j (15.5)
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ceea ce spune că ∇ apare ca o deformare a derivării uzuale (parţiale) având caracter geometric!

Putem scrie acum problema Cauchy a transportului paralel: X = γ′(t) = ẋi(t) ∂
∂xi

şi Y = V =

V j(t) ∂
∂xj

este vectorul necunoscut. Avem pentru orice k ∈ {1, ..., n}:

0 = XiY k
;i = ẋi(t)

[
∂V k

∂xj
(t) + Γkij(γ(t))V

j(t)

]
=
dV k

dt
(t) + Γkij(γ(t))ẋ

i(t)V j(t) (15.6)

la care adaugăm condiţia iniţială: V k(t0) = V k
0 .

SEMINAR 15

S15.1 Pe deschisul U ⊂ R2 se dă conexiunea liniară ∇ având nenuli doar coeficienţii:

Γ1
11(x, y) =

5

x2 + x− 6
, Γ2

22 =
3

y2 + 5y + 4

(deci U este planul R2 fără punctele (−3,−4), (−3,−1), (2,−4), (2,−1)) şi curba γ(t) = (t2, t+1). Se
consideră vectorul tangent V0 = (5, 2) ∈ TpU cu p = (0, 1). Se cere vectorul tangent ı̂n q = (1, 2) ob
ţinut prin transportul paralel al lui V0 de-a lungul lui γ.

Rezolvare Avem p = γ(0), q = γ(1) şi problema Cauchy:

dV 1

dt
(t) +

5

(t2)2 + t2 − 6
· 2tV 1(t) = 0,

dV 2

dt
(t) +

3

(t+ 1)2 + 5(t+ 1) + 4
· 1 · V 2(t) = 0

cu data iniţială (V 1(0) = 5, V 2(0) = 2). Prin integrare, cu funcţia logaritm, obţinem:

V 1(t) = a
t2 + 3

t2 − 2
, V 2(t) = b

t+ 5

t+ 2

cu a, b constante ce vor fi determinate din condiţia iniţială: −a3
2 = 5, b52 = 2. În concluzie:

V 1(t) = −10

3

t2 + 3

t2 − 2
, V 2(t) =

4

5

t+ 5

t+ 2

şi deci: V (1) = (403 ,
8
5).

S15.2 Pe varietatea M se dau k ≥ 2 conexiuni liniare ∇1, ...., ∇k şi funcţiile f1, ..., fk ∈ C∞(M)
aşa ı̂ncât: f1 + ...+ fk = λ. Definim: ∇ = f1∇1 + ...+ fk∇k. Să se arate că:
i) dacă λ = 1 atunci ∇ este conexiune liniară,
ii) dacă λ = 0 atunci ∇ este câmp tensorial de tip (1, 2).

Rezolvare i) Se verifică definiţia. ii) Se verifică C∞-biliniaritatea.

S15.3 Pe U = R2 \ {O} se dă conexiunea euclidiană D. Se cer ∇XY şi ∇YX pentru:

X = −y ∂
∂x

+ x
∂

∂y
, Y =

x

r

∂

∂x
+
y

r

∂

∂y
(15.7)

unde r este raza polară: r =
√
x2 + y2.

Rezolvare ∇XY = X(Y 1) ∂∂x +X(Y 2) ∂∂y . Avem:

X(Y 1) = X
(x
r

)
= −y ∂

∂x

(x
r

)
+ x

∂

∂y

(x
r

)
= −y

r
, X(Y 2) = X

(y
r

)
=
x

r

de unde rezultă: ∇XY = 1
rX. Analog: ∇YX = Y (X1) ∂∂x + Y (X2) ∂∂y cu:

Y (X1) = −y
r
, Y (X2) =

x

r
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ceea ce dă: ∇YX = 1
rX.

S15.4 .

Rezolvare .

S15.5 .

Rezolvare .

S15.6 .

Rezolvare .

S15.7 .

Rezolvare .



Cursul 16

Torsiunea şi curbura unei conexiuni
liniare

Fixăm conexiunea liniară ∇ pe varietatea netedă Mn. Introducem două câmpuri tensoriale remarca-
bile asociate lui ∇:

Propoziţia 16.1 Aplicaţia T : X (M)× X (M) → X (M) dată de:

T (X,Y ) = ∇XY −∇YX − [X,Y ] (16.1)

este un câmp tensorial de tip (1, 2) pe M .

Demonstraţia Trebuie verificată C∞(M)-biliniaritatea lui T . Dar observăm că T este antisi-
metrică:

T (X,Y ) = −T (Y,X) (16.2)

şi prin urmare e suficient de arătat C∞(M)-liniaritatea ı̂n al doilea argument:

T (X, fY ) = ∇X(fY )−∇fYX−[X, fY ] = X(f)Y +f−∇XY −f∇YX−X(f)Y −f [X,Y ] = fT (X,Y )
(16.3)

şi deci avem concluzia cerută. 2

Definiţia 16.2 Câmpul tensorial T ∈ T 1
2 (M) se numeşte câmpul tensorial de torsiune al lui ∇.

Pe scurt, ı̂l numim torsiunea lui ∇.

Pentru expresia locală a lui T fie harta locală h = (U, x1, ..., xn) ı̂n care ∇ are coeficienţii de
conexiune Γkij . Componentele lui T ı̂n această hartă le notăm:

T

(
∂

∂xi
,
∂

∂xi

)
= T kij

∂

∂xk
(16.4)

astfel că pentru X,Y ∈ X (M) cu expresiile X = Xi ∂
∂xi

, Y = Y j ∂
∂xj

avem:

T (X,Y ) = T kijX
iY j ∂

∂xk
. (16.5)

Funcţiile T kij sunt netede i.e. T
k
ij ∈ C∞(U) pentru orice i, j, k ∈ {1, ..., n}. Expresia lor rezultă imediat

din:

T kij
∂

∂xi
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
−∇ ∂

∂xj

∂

∂xi
−
[
∂

∂xi
,
∂

∂xj

]
= Γkij

∂

∂xk
− Γkji

∂

∂xk
− 0 =

(
Γkij − Γkji

) ∂

∂xk

ceea ce dă:
T kij = Γkij − Γkji. (16.6)

Această expresie conduce la următorul tip de conexiune liniară:
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Definiţia 16.3 ∇ se numeşte conexiune simetrică dacă T = 0 i.e. Γkij = Γkji.

Având expresia locală (16.6) putem proba caracterul tensorial al lui T şi prin comportarea la
schimbări de hărţi locale (U, xa) → (Ũ , x̃i) de forma:

x̃i = x̃i(x1, ..., xn) = x̃i(xa) (16.7)

cu rangul matricii Jacobiene rank
(
x̃i

xa

)
= n ceea ce implică existenţa funcţiilor inverse:

xa = xa(x̃1, ..., x̃n) = xa(x̃i). (16.8)

Schimbarea bazei canonice a lui X (U), ∂
∂xa → ∂

∂x̃i
este:

∂

∂x̃i
=
∂xa

∂x̃i
∂

∂xa
(16.9)

deoarece ∂
∂xa sunt componentele unui câmp vectorial=câmp tensorial de tip (1, 0). Pentru schimbarea

coeficienţilor de conexiune avem:

∇ ∂

∂x̃i

∂

∂x̃j
= Γ̃kij

∂

∂x̃k
= Γ̃kij

∂xc

∂x̃k
∂

∂xc
(16.10)

cu:

∇ ∂

∂x̃i

∂

∂x̃j
= ∇ ∂xa

∂x̃i

(
∂xb

∂x̃j
∂

∂xb

)
=
∂xa

∂x̃i

[
∂2xb

∂x̃j∂xa
∂

∂xb
+
∂xb

∂x̃j
Γcab

]
=

(
∂2xc

∂x̃i∂x̃j
+ Γcab

∂xa

∂x̃i
∂xb

∂x̃j

)
∂

∂xc
.

(16.11)
Comparând ultimele două relaţii avem formula de schimbare a coeficienţilor de conexiune la o schim-
bare de hărţi:

Γ̃kij
∂xc

∂x̃k
=

∂2xc

∂x̃i∂x̃j
+ Γcab

∂xa

∂x̃i
∂xb

∂x̃j
(16.12)

iar prezenţa derivatei parţiale de ordinul doi din membrul drept arată faptul că ∇ nu este câmp
tensorial de tip (1, 2) aşa cum s-a remarcat ı̂n Observaţia 15.2b)! În schimb, prin scăderea a două
relaţii (16.12) cu a doua având rolul i↔ j obţinem:

T̃ kij
∂xc

∂x̃k
= Γcab

∂xa

∂x̃i
∂xb

∂x̃j
− Γcab

∂xa

∂x̃j
∂xb

∂x̃i
. (16.13)

În ultimul termen din membrul stâng facem a↔ b şi rezultă:

T̃ kij
∂xc

∂x̃k
= T cab

∂xa

∂x̃i
∂xb

∂x̃j
(16.14)

sau ı̂ncă:

T̃ kij =
∂x̃k

∂xc
∂xa

∂x̃i
∂xb

∂x̃j
(16.15)

ceea ce probează caracterul tensorial de tip (1, 2) al lui T !

Propoziţia 16.4 Pe varietatea M există conexiuni liniare simetrice.

Demonstraţie Am arătat ı̂n Cursul precedent că pe M există măcar o conexiune liniară ∇. Fie
atunci aplicaţia ∇̃ : X (M)× X (M) → X (M) dată de:

∇̃ := ∇− 1

2
T (16.16)

cu T torsiunea lui ∇. Un calcul imediat arată că şi ∇̃ este conexiune liniară. Vrem torsiunea sa:

T̃ (X,Y ) = ∇XY − 1

2
(∇XY −∇YX − [X,Y ])−∇YX +

1

2
(∇YX −∇XY − [Y,X])− [X,Y ] = 0
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ceea ce dă concluzia. De altfel, putem calcula coeficinţii conexiunii ∇̃:

Γ̃kij
∂

∂xk
= ∇̃ ∂

∂xi

∂

∂xj
= ∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
− T (

∂

∂xi
,
∂

∂xj
) =

(
Γkij −

1

2
T kij

)
∂

∂xk

şi deci:

T̃ kij = Γkij −
1

2

(
Γkij + Γkji

)
=

1

2

(
Γkij + Γkji

)
(16.17)

ceea ce arată din nou simetria lui ∇̃. 2

Inspiraţi de formula (16.16) ne punem problema generală diferenţei a două conexiuni liniare:

Propoziţia 16.5 i) Fie ∇ şi ∇̃ două conexiuni liniare pe M . Atunci A = ∇̃ − ∇ este un câmp
tensorial de tip (1, 2) pe M .
ii) Reciproc, dacă ∇ este o conexiune liniară şi A ∈ T 1

2 (M) atunci ∇̃ = ∇+ A este tot o conexiune
liniară.

Demonstraţie i) Trebuie verificată C∞(M)-biliniaritatea lui A. Avem:{
A(fX, Y ) = ∇̃fXY −∇fXY = f∇̃XY − f∇XY = fA(X,Y )

A(X, fY ) = ∇̃X(fY )−∇X(fY ) = X(f)Y + f∇XY −X(f)Y − f∇XY = fA(X,Y ).

ii) Se verifică imediat definiţia din Cursul precedent. 2

Introducem acum al doilea câmp tensorial anunţat:

Propoziţia 16.6 Aplicaţia R : X (M)× X (M)× X (M) → X (M) dată de:

R(X,Y )Z = ∇X∇Y Z −∇Y∇XZ −∇[X,Y ]Z (16.18)

este un câmp tensorial de tip (1, 3) pe M .

Demonstraţie Trebuie verificată C∞(M)-liniaritatea ı̂n cele trei argumente. Avem antisimetria
ı̂n primele două:

R(X,Y )· = −R(Y,X)· (16.19)

deci e suficient de verificat C∞(M)-liniaritatea ı̂n ultimele două argumente.

R(X, fY )Z = ∇X(f∇Y Z)− f∇Y∇XZ −∇X(f)Y+f [X,Y ]Z = X(f)∇Y Z + fR(X,Y )Z −X(f)∇Y Z

şi la fel R(X,Y )fZ = fR(X,Y )Z. 2

Definiţia 16.7 Câmpul tensorial R ∈ T 1
3 (M) se numeşte câmpul tensorial de curbură al lui ∇.

Pe scurt, ı̂l numim curbura lui ∇. Dacă R = 0 spunem că ∇ este o conexiune plată.

Expresia locală a lui R este:

R

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)
∂

∂xk
= Raijk

∂

∂xa
(16.19)

şi deci pentru câmpurile vectoriale X,Y, Z = Zk ∂
∂xk

avem:

R(X,Y )Z = RaijkX
iY jZk

∂

∂xa
. (16.20)

Funcţiile Raijk sunt netede pe U şi se determină din:

Raijk
∂

∂xa
= ∇ ∂

∂xi

(
Γujk

∂

∂xu

)
−∇ ∂

∂xj

(
Γuik

∂

∂xu

)
=

(
∂Γajk
∂xi

−
∂Γaik
∂xj

+ ΓujkΓ
a
iu − ΓuikΓ

a
ju

)
∂

∂xa

adică:

Raijk =
∂Γajk
∂xi

−
∂Γaik
∂xj

+ ΓujkΓ
a
iu − ΓuikΓ

a
ju. (16.21)
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Pentru a avea exmple de conexiuni plate introducem următorul tip de varietate:

Definiţia 16.8 M se numeşte varietate paralelizabilă dacă există n câmpuri vectoriale X1, ..., Xn

aşa ı̂ncât pentru orice p ∈M avem TpM = span{X1(p), ...Xn(p)} i.e. {X1(p), ..., Xn(p)} este bază ı̂n
TpM .

Exemple 16.9 i) M = S1 cu X=câmpul vectorial tangent (unitar).
ii) Produsul de varietăţi paralelizabile este varietate paralelizabilă. În particular, torul Tn = S1 ×
....× S1 (n factori) este paralelizabil.
iii) Singurele sfere paralelizabile sunt S0, S1, S3 şi S7 ce corespond mulţimii elementelor unitare ı̂n
algebrele reale normate cu diviziune: R, C, H=algebra cuaternionilor, O=algebra octonionilor.
iv) Orice varietate 3-dimensională orientabilă este paralelizabilă.

Propoziţia 16.10 Dacă M este paralelizabilă atunci există pe M conexiuni plate.

Demostraţie Fie X1, ..., Xn ∈ X (M) date de definiţie. Cosniderăm ∇par cu ∇par
Xi
Xj = 0 şi

extinsă apoi prin C∞(M)-liniaritate:

∇par
X=f iXi

(Y = gjXj) = X(gj)Xj . (16.22)

Se arată imediat că ∇par este conexiune liniară pe M ; se poate considera fiind analoagă conexiunii
euclidiene de pe Rn. Cum R este câmp tensorial este suficient să arătăm că se anulează pe baza dată:

R(Xi, Xj)Xk = −∇[Xi,Xj ]Xk.

Dar [Xi, Xj ] se descompune ı̂n această bază şi deci [Xi, Xj ] = CuijXu ceea ce conduce la R(Xi, Xj)Xk =
0. 2

În ultima parte a acestui Curs extindem derivata covariantă indusă de∇ pe toată algebra tensorială
a lui M :
1) pe funcţii netede, ∇ : X (M) × C∞(M) → C∞(M), (X, f) → X(f); local X(F ) = X i ∂f

∂xi
şi

observăm că această extindere este universală adică nu depinde de ∇,
2) pe 1-forme, ∇ : X (M) × Ω1(M) → Ω1(M), (X, θ) → ∇Xθ. Deci pentru Y ∈ X (M) avem
(∇Xθ)(Y ) ∈ C∞(M) şi vrem ca să avem identitatea Leibniz:

∇X(θ(Y )) = (∇Xθ)(Y ) + θ(∇XY ) (16.23)

ceea ce conduce la definirea:

(∇Xθ)(Y ) := ∇X(θ(Y ))− θ(∇XY ). (16.24)

3) pe câmpuri tensoriale de tip (1, k) cu k ≥ 1, ∇ : X (M) × T 1
k (M) → T 1

k (M), (X, J) → ∇XJ cu
acţiunea pe k câmpuri vectoriale:

(∇XJ)(X1, ..., Xk) = ∇X(J(X1, ..., Xk))−
k∑
i=1

J(...∇XXi...). (16.25)

În particular, pentru k = 1 avem:

(∇XJ)Y = ∇X(J(Y ))− J(∇XY ). (16.26)

4) pentru câmpuri tensorile de tip (0, k), ∇ : X (M)×T 0
k (M) → T 1

k (M), (X, g) → ∇Xg cu acţiunea
pe k câmpuri vectoriale:

(∇Xg)(X1, ..., Xk) = X(g(X1, ..., Xk))−
k∑
i=1

g(...∇XXi...). (16.27)

În particular, pentru k = 2 avem:

(∇Xg)(Y, Z) = X(g(Y, Z))− g(∇XY,Z)− g(Y,∇XZ). (16.28)
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SEMINAR 16

S16.1 Considerăm conexiunea liniară ∇ şi fie {E1, ..., En} o bază locală lui X (M) pe deschisul
U ⊆M . Fie {ω1, ..., ωn} co-baza duală i.e. ωi(Ej) = δij . Dacă X,Y ∈ X (U) atunci definim:

∇XEj = ωij(X)Ei, T (X,Y ) = T i(X,Y )Ei, R(X,Y )Ei = Rji (X,Y )Ej . (16.29)

Să se arate că:
i) ωij sunt 1-forme, numite formele de conexiune ale lui ∇ pe U ,

ii) T i sunt 2-forme, numite formele de torsiune ale lui ∇ pe U ,
iii) Rij sunt 2-forme, numite formele de curbură ale lui ∇ pe U ,
iv) toate aceste 1 şi 2-forme satisfac ecuaţiile de structură ale lui Cartan:

dωi + ωik ∧ ωk =
1

2
T i, dωij + ωik ∧ ωkj =

1

2
Rij . (16.30)

Se cere torsiunea pe baza dată {Ei} ı̂n funcţie de constantele de structură {ckij} ∈ C∞(U) date de:

[Ei, Ej ] = ckijEk.

Rezolvare Verificări imediate. Din: ∇EiEj = ωkj (Ei)Ek rezultă:

T k(Ei, Ej) = ωkj (Ei)− ωki (Ej)− ckij (16.31)

relaţia cerută pentru torsiune.

S16.2 În ipotezele problemei precedente presupunem că ∇ este simetrică. Să se arate că pentru
orice θ ∈ Ω1(M) avem:

dθ =
1

2
ωk ∧∇Ek

θ (16.32)

deci putem exprima diferenţiala exterioară cu ajutorul unei conexiuni simetrice date.

Rezolvare Presupunem θ = θuEu. Avem:

(∇Eiθ)(Ej) = Ei(θj)− ωuj (Ei)θu (16.33)

şi deci:

(ωk ∧∇Ek
θ)(Ei, Ej) = (∇Eiθ)(Ej)− (∇Ejθ)(Ei) = Ei(θj)− Ej(θi)−

(
ωuj (Ei)− ωui (Ej)

)
θu.

Din (16.31) rezultă că ultima paranteză din membrul drept este cuij . Avem şi:

2dθ(Ei, Ej) = Ei(θj)− Ej(θi)− cuijθu (16.34)

de unde rezultă (16.32).

S16.3 Fie f, g ∈ C∞(M) şi conexiunile liniare ∇ şi ∇̄. Atunci ∇̃ := f∇ + g∇̄ este conexiune
liniară dacă şi numai dacă f + g = 1.

Rezolvare Verificări imediate.

S16.4 Dacă g ∈ T 0
2 (M) este o metrică Riemanniană atunci conexiunea Levi-Cita este dată global

prin formula Koszul:

2g(∇XY,Z) = X(g(Y, Z)) + Y (g(Z,X))− Z(g(X,Y )) + g([X,Y ], Z)− g([Y, Z], X) + g([Z,X], Y ).
(16.35)

Caz particular: {E1, ..., En} este o bază locală ortonormată.

Rezolvare Procedeul Christoffel. Pentru cazul particular dat avem:

2g(∇EiEj , Ek) = ckij − cijk + cjki (16.36)
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unde {cuab} sunt constantele de structură.

S16.5 .

Rezolvare .

S16.6 .

Rezolvare .

S16.7 .

Rezolvare .



Cursul 17

Formule Ricci de comutare

Fixăm conexiunea liniară ∇ şi câmpul vectorial Z ∈ X (M). Avem atunci derivata covariantă ∇Z ∈
T 1

1 (M) definită prin ∇Z : X (M) → X (M):

X → (∇Z)(X) := ∇XZ (17.1)

Continuăm ı̂ncă un pas de aplicare a lui ∇ şi obţinem ∇(∇Z) = ∇2Z ∈ T 1
2 (M):

(X,Y ) → ∇2Z(X,Y ) := (∇X(∇Z)) (Y ) = ∇X((∇Z)Y )− (∇Z)(∇XY ). (17.2)

Evident procesul se poate continua dar apar complicaţii mari de calcul. Formulele Ricci de comutare
au ca obiect comutativitatea câmpului tensorial ∇2Z:

Propoziţia 17.1 Avem formula Ricci de comutare:

(∇2Z)(X,Y )− (∇2Z)(Y,X) = R(X,Y )Z −∇T (X,Y )Z. (17.3)

În particular, pentru ∇ conexiune simetrică avem:

(∇2Z)(X,Y )− (∇2Z)(Y,X) = R(X,Y )Z. (17.4)

Demonstraţie Din (17.2) rezultă formula completă a derivatei covariante de ordinul doi:

(∇2Z)(X,Y ) = ∇X∇Y Z −∇∇XY Z (17.5)

şi deci:

(∇2Z)(X,Y )− (∇2Z)(Y,X) = ∇X∇Y Z −∇∇XY Z −∇Y∇XZ +∇∇YXZ = R(X,Y )Z −∇T (X,Y )Z

ceea ce dă concluzia. 2

Să exprimăm local formula (17.3). Fie harta locală h = (U, x1, ..., xn) şi expresia locală a
câmpurilor date: X = X i ∂

∂xi
, Y = Y j ∂

∂xj
, Z = Zk ∂

∂xk
. Conform relaţiei (15.3) avem că ∇Z =

Zk;adx
a ⊗ ∂

∂xk
şi deci ∇2Z = Y k

;abdx
a ⊗ dxb ⊗ ∂

∂xk
unde:

Zk;ab
∂

∂xk
=
(
∇2Z

)( ∂

∂xa
,
∂

∂xb

)
. (17.6)

Cu formula (17.2) rezultă:

Zk;ab
∂

∂xk
= ∇ ∂

∂xa

(
∇Z( ∂

∂xb
)

)
−∇Z

(
∇ ∂

∂xa

∂

∂xb

)
= ∇ ∂

∂xa

(
Zk;b

∂

∂xk

)
−∇Z(Γuab

∂

∂xu
) =

(
Zk;b;a − ΓuabZ

k
;u

) ∂

∂xk

de unde avem:
Zk;ab = Zk;b;a − ΓuabZ

k
;u. (17.7)
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Prin urmare, avem diferenţa:

Zk;ab − Zk;ba = Zk;b;a − Zk;a;b − (Γuab − Γuba)Z
k
;u.

Dar diferenţa primilor doi termeni din membrul drept este RkabuZ
u şi ı̂n concluzie avem exprimarea

locală formulei Ricci de comutare:

Zk;ab − Zk;ba = RkabuZ
u − T uabZ

k
;u (17.8)

respectiv formula derivatei covariante de ordinul doi:

(∇2Z)(X,Y ) = Zk;ijX
iY j ∂

∂xk
. (17.9)

Pentru conexiune simetrică avem cazul particular al formulei (17.8):

Zk;ab − Zk;ba = RkabuZ
u. (17.10)

Încheiem acest Curs cu identităţile Bianchi. Acestea sunt valabile pentru orice conexiune dar pe
acest caz general au o expresie complicată şi de aceea vom considera doar ∇ simetrică:

Propoziţia 17.2 Identităţile Bianchi pentru conexiunea simetrică ∇ sunt:{ ∑
cyclicR(X,Y )Z := R(X,Y )Z +R(Y, Z)X +R(Z,X)Y = 0∑
cyclic(∇XR)(Y, Z)· := (∇XR)(Y, Z) ·+(∇YR)(Z,X) ·+(∇ZR)(X,Y )· = 0.

(17.11)

Demonstraţie i) În identitatea dată de anularea torsiunii:

∇Y Z −∇ZY = [Y, Z] (17.12)

aplicăm ∇X şi avem:
∇X∇Y Z −∇X∇ZY = ∇X [Y, Z]. (17.13)

Sumăm ciclic această relaţie şi obţinem:∑
cyclic

(
R(X,Y )Z +∇[X,Y ]Z

)
=
∑
cyclic

∇Z [X,Y ] (17.14)

adică: ∑
cyclic

R(X,Y )Z =
∑
cyclic

(
∇Z [X,Y ]−∇[X,Y ]Z

)
dar termenul din membrul drept este, aplicând (17.12), egal cu [Z, [X,Y ]]. Prin urmare:∑

cyclic

R(X,Y )Z =
∑
cyclic

[Z, [X,Y ]] = 0

datorită identităţii Jacobi ı̂n algebra Lie X (M).
ii) Derivata covarinată a câmpului tensorial de curbură R ∈ T 1

3 (M) este:

(∇XR)(Y, Z)W := ∇X(R(Y, Z)W )−R(∇XY,Z)W −R(Y,∇XZ)W −R(Y, Z)∇XW (17.15)

şi după modelul anterior se ajunge din nou la identitatea Jacobi. 2

Expresia locală a identităţilor Bianchi este:{
Raijk +Rajki +Rakij = 0

Raijl;k +Rajkl;i +Rakil;j = 0.
(17.16)
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SEMINAR 17

S17.1 Fie conexiunile liniare ∇, ∇̃ şi câmpul tensorial diferenţă A := ∇̃ − ∇ ∈ T 1
2 (M). Se cer

diferenţele:
i) T̃ − T . Drept consecinţă a rezultatului i) se cere mulţimea conexiunilor ∇̃ ce au aceeaşi torsiune
cu ∇.
ii) R̃−R când T = 0. Caz particular: A este câmp tensorial paralel ı̂n raport cu ∇ i.e. ∇A = 0.

Rezolvare i) Avem imediat:

(T̃ − T )(X,Y ) = ∇̃XY − ∇̃YX −∇XY +∇YX = A(X,Y )−A(Y,X). (17.17)

Mulţimea cerută este mulţimea conexiunilor ∇̃ având pe A ca tensor simetric: A(X,Y ) = A(Y,X)
pentru orice X,Y ∈ X (M). ii) Avem:

R̃(X,Y )Z = ∇̃X(∇Y Z +A(Y, Z))− ∇̃Y (∇XZ +A(X,Z))−∇[X,Y ]Z −A([X,Y ], Z)

adică:

(R̃−R)(X,Y )Z = A(X,∇Y Z)+∇XA(Y,Z)+A(X,A(Y, Z))−A(Y,∇XZ)−∇YA(X,Z)−A(Y,A(X,Z))−

−A(∇XY, Z)+A(∇YX,Z) = (∇XA)(Y, Z)−(∇YA)(X,Z)+A(X,A(Y,Z))−A(Y,A(X,Z)). (17.18)

Dacă A este câmp tensorial paralel relativ la ∇ atunci:

(R̃−R)(X,Y )A = A(X,A(Y,Z))−A(Y,A(X,Z)) (17.19)

şi deci, ı̂n aceste condiţii avem R̃ = R dacă şi numai dacăA satisface ”comutativitatea”: A(X,A(Y,Z)) =
A(Y,A(X,Z)) pentru orice X,Y, Z ∈ X (M).

S17.2 Fie conexiunea liniară ∇ având torsiunea T . Se definesc aplicaţiile ∇t,∇s : X (M) ×
X (M) → X (M) prin:

∇t
XY := ∇YX + [X,Y ], ∇s :=

1

2

(
∇+∇t

)
. (17.20)

Se cere:
i) Arătaţi că ∇t şi ∇s sunt conexiuni liniare. ∇t se numeşte transpusa lui ∇ iar ∇s se cheamă
conexiunea simetrică asociată lui ∇,
ii) torsiunile T t şi T s respectiv (∇t)t,
iii) să se arate că ∇t = ∇ (deci avem şi ∇s = ∇) dacă şi numai dacă T = 0 i.e. conexiunea iniţială
este simetrică.

Rezolvare i) Se verifică imediat definiţia pentru ∇t. Pentru ∇s aplicăm exerciţiul S15.2i).
ii) T t(X,Y ) = ∇t

XY −∇t
YX− [X,Y ] = ∇YX−∇t

YX = ∇YX−(∇XY +[X,Y ]) = −T (X,Y ). Pentru
∇s avem:

T s(X,Y ) =
1

2

(
∇XY +∇t

XY −∇YX −∇t
YX − [X,Y ]− [X,Y ]

)
=

1

2
(T + T t)(X,Y ) = 0

ceea ce justifică numele. Avem: (∇t)tXY = ∇t
YX + [X,Y ] = (∇XY + [Y,X]) + [X,Y ] = ∇XY , deci

(∇t)t = ∇.
iii) Dacă ∇t = ∇ rezultă ∇YX + [X,Y ] = ∇XY adică T = 0. Reciproc, din T = 0 scriind relaţia
precedentă rezultă ∇ = ∇t.

S17.3 Pe varietatea M = {(x, y) ∈ R2;x > 0, y > 0} se consideră conexiunea ∇ având nenuli
doar coeficienţii: Γ1

11 = − 1
x , Γ

2
22 = − 1

y . Fie câmpurile vectoriale X = x ∂
∂x − y ∂

∂y , Y = y ∂
∂x şi 1-forma

ω = −ydx, Se cer:
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i) ∇XY , ∇Y X, ∇Xω, ∇Y ω,
ii) torsiunea şi curbura lui ∇.

Rezolvare i) Avem:

∇XY = x∇ ∂
∂x
Y −y∇ ∂

∂y
Y = x∇ ∂

∂x
(y

∂

∂x
)−y∇ ∂

∂x
(y

∂

∂x
) = x(Γ1

11y)
∂

∂x
−y( ∂

∂x
) = −y ∂

∂x
−y ∂

∂x
= −2Y

∇YX = y∇ ∂
∂x
(x

∂

∂x
− y

∂

∂y
) = y∇ ∂

∂x
(x

∂

∂x
) = y(

∂

∂x
+ Γ1

11

∂

∂x
) = y(

∂

∂x
− ∂

∂x
) = 0.

Formula pentru derivata covariantă pe 1-forme este:

∇Xω = ω;kdx
k =

(
X(ωk)− ΓaikX

iωa
)
dxk (17.21)

şi deci:

∇X(−ydx) =
(
X(−y) + Γ1

i1X
iy
)
dx = (y−1

x
xy)dx = 0,∇Y (−ydx) =

(
Y (−y) + Γ1

i1Y
iy
)
dx = −y

2

x2
dx.

ii) Torsiunea este anti-simetrică şi deci: T aii = 0. Pentru i ̸= j avem T aij = 0 deoarece Γaij = 0. Analog
R = 0.

S17.4 Se cere torsiunea şi curbura ı̂n dimensiune n = 1.

Rezolvare Deoarece n = 1 singura componentă a torsiunii este T 1
11 = −T 1

11 ceea ce implică
T 1
11 = 0. Analog, singura componentă a curburii este R1

111 dar R1
111 = −R1

111 de unde obţinem:
R1

111 = 0. Deci torsiunea şi curbura sunt nule.

S17.5 Se consideră varietatea paralelizabilă Mn cu n ≥ 2 şi o bază {E1, ..., En} a lui X (M) ce
dă paralelizarea. Se definesc aplicaţiile ∇+,∇0 : X (M)× X (M) → X (M) date pe bază prin:

∇+
Ei
Ej := [Ei, Ej ], ∇0

Ei
Ej :=

1

2
[Ei, Ej ]

ce se extind prin C∞(M)-liniaritate la conexiuni liniare. Se cere expresia acestor conexiuni liniare,
torsiunile lor şi conexiunea simerică asociată.

Rezolvare Avem:{
∇+
XY = ∇XiEi

(Y jEj) = Xi∇Ei(Y
jEj) = X i

(
X(Y j)Ej + Y j [Ei, Ej ]

)
∇0
XY = X i∇Ei(Y

jEj) = X i
(
X(Y j)Ej +

1
2Y

j [Ei, Ej ]
)
.

(17.22)

Pe bază dată avem:
T+(Ei, Ej) = [Ei, Ej ], T 0(Ei, Ej) = 0

şi deci ∇0 este simetrică iar T+(X,Y ) = X iY j [Ei, Ej ]. Cele două conexiuni au aceeaşi conexiune
simetrică asociată:

∇+s
X Y = ∇0s

XY =
1

2

(
X(Y i)Ei + Y (Xi)Ei + [X,Y ]

)
. (17.23)

S17.6 Fie {E1, E2, E3} sistemul de câmpuri vectoriale ce paralelizează R3 şi aplicaţia produs
vectorial × : X (R3)×X (R3): X ×Y =

∑3
i=1(X

i+1Y i+2−X i+2Y i+1)Ei dacă X = X iEi, Y = Y jEj
şi indicii de sumare sunt consideraţi modulo 3.
i) Să se arate că × ∈ T 1

2 (R3),
ii) Fie D conexiunea euclidiană pe R3: DXY = X(Y j)Ej şi ∇ = D + 1

2×. Să se arate căceastă
conexiune are:

T = ×, R(X,Y )Z =
1

4
(X × Y )× Z. (17.24)

Rezolvare i) T (X,Y ) = DXY −DYX − [X,Y ] + 1
2(X × Y − Y ×X) = X × Y deoarece D este

simetrică. ii) R(X,Y )Z = 1
2(DXY ×Z−DYX×Z)+ 1

4(X× (Y ×Z)−Y × (X×Z)) şi avem formula
dublului produs vectorial: a× (b× c) =< a, c > b− < a, b > c.
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curbă biregulată, 10
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formă biliniară, 35
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forma a II-a fundamentală, 46
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lungimea curbelor ı̂n coordonate polare, 6
lungimea de arc a unei curbe, 3
lungimea graficului unei funcţii, 4
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reţea Ceb̂ışev, 57
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suprafaţă minimală, 50
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